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Yo r r e d e. 



Das Buch, das ich hiermit der ÖflFentlichkeit übergebe, ging 
aus Vorlesungen über analytische Geometrie hervor, die ich an den 
Universitäten zu Graz und Czernowitz hielt. Es stellt sich dife Auf- 
gabe — wodurch allein schon, abgesehen vom Ausmafze des Stoflfes, 
es sich von den berühmten Vorlesungen Hesse's und dem Lehrbuche 
Salmon's über diesen Gegenstand unterscheidet — den Leser inner- 
halb seines Rahmens mit den GrundbegriflFen sowohl der analytischen 
als auch synthetischen Geometrie bekannt zu macheu. Und dieser 
Vorwurf ist gewifs begründet in dem jetzigen Stande der Geometrie, 
welcher zu ihrem und ihrer Anwendungen tieferem Verständnisse 
vollkommene Vertrautheit mit den Methoden dieser beiden Disciplinen 
erheischt. Der einstige erbitterte Streit zwischen ihnen um den 
Vorrang, welcher neben einem teilweise noch ungehobenen Schatze 
von Wahrheiten jeder eine Fülle Methoden bescheerte, ist allgemach 
dem Streben nach allseitiger Verwerthung dieser Errungenschaften 
gewichen. Das frühere starre Postulat nach Ausschliefslichkeit und 
Reinhaltung der Methode wird nunmehr, wie es von jeher in Frankreich 
und Italien der Fall war, hintangesetzt gegen die Forderung nach 
Auswahl der einfachsten und natürlichsten Methoden. 

In diesem Sinne zerfällt das Buch in zwei Abteilungen, von 
denen die erste die elementarsten Begriflfe der analytischen Geometrie 
des Raumes entwickelt, auf Grund derer die zweite Abteilung in 
enger Anschmiegung an die Methoden der sogenannten synthetischen 
projecti vischen Geometrie die Hauptsätze der Theorie der Raumcurven 
der dritten und Flächen der zweiten Ordnung behandelt. Das Schluss- 
capitel, welches der Transformation der Coordiuaten und der linearen 
Substitution gewidmet ist, vermittelt den Übergang von diesen Grund- 
lagen der synthetischen Geometrie zu den algebraischen Methoden 
(In-varianten-Theorie), welche ich, falls das vorliegende Werk Beifall 
finden sollte, in umfassender Darstellung nachfolgen zu lassen gedenke." 



a* 



IV 



Vorrede. 



Die Theorie der Determinanten glaubte ich bei dem jetzigen 
Zustande der mathematischen Wissenschaften, wo sie eine einleitende 
Disciplin in jeden Teil derselben geworden ist, ohne weiteres als 
bekannt voraussetzen zu dürfen. Den Anfänger verweise ich auf 
eine der vielen Darstellungen, die hierüber im Laufe des letzten 
Decenniums erschienen sind und unter denen ich die Handbücher 
von Baltzer, Günther und Mansion hervorhebe. 

Literatur-Nachweise habe ich keine beigefügt, da das Buch nicht 
mehr als eine Einleitung zu sein beansprucht. 

Czernowitz, im März 1881. 

Der Verfasser, 
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Fig. 1 ist bei Q und dem unteren P oben , ausgelassen. 
16 P statt P'. 
5 diese statt dieser. 

12 (r,Zi) statt {X^Zi). 

5 X zu streichen. 

1, 2, 3 und 5 v. u. x'^, y^, /„ statt rc^, y^, z^. 

2 ist nach „Axe" einzuschalten: oder ist zweien parallel. . 
1 ist — zu streichen, und Z. 4 — statt o zu setzen. 

9 V. u. § 17^ statt § 18. 

6 Puncto statt Ebenen. 
1 § 21b statt § 21. 

21 V. u. 12 statt § 12, 6. 

21 : C + Ex — By statt A-\-Fy — Ez. 

4: § 28b statt § 28. 
11: h statt m, 

8 der zu streichen. 
19: + statt —5 Z. 9 v. u. {mE^)E^ — (Ei)Et — (E^)E{ + m{E^)E2. 

6, 12 und 13: Vq E statt E, 

13 Büschel zu streichen; Z. 18 E{s=amEy. 
5 V ^pU+qV\ Z. 13 V. u. n statt 1. 

7 V. u. (5) statt (6). 
1 F,= 72=^3. 
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Erstes Capitel. 
Einleitung. 

§ 1- 

Das Cartesisohe Ooordinatensysteiii. 

Wie in der analytischen Geometrie der Ebene wird auch in der 
des Raumes der Punct auf gewisse feste Gebilde bezogen und seine 
Lage , wie dort durch zwei , hier durch drei von einander unabhängige 
Bestimmungsstücke fixiert. Solcher Bestimmungsweisen giebt es* für 
den Punct im Räume, ebenso wie in der Ebene, mehrere. Zu den 
einfachsten gehören die für viele Untersuchungen unentbehrlichen 
Analoga der Parallel- und Polar-Coordinaten der Ebene , weshalb 
zunächst diese einer näheren Erörterung unterzogen werden sollen. 
Hierbei wollen wir mit der ältesten Bestimmungsweise beginnen, mit 
der Methode der Parallel-Coordinaten , die. nach ihrem Urheber Car- 
tesius vielfach auch die Gartesiauische genannt wird. 

Die Puncte einer Ebene F\g i. 

seien auf ein in ihr gele- 
genes Parallel-Coordinaten- 
system XOY bezogen und 
durch aufserhalb der 
Ebene XOY eine fixe Ge- 
rade OZ gezogen (s. Fig. 1). 
Jeder Punct P des Raumes 
ist dann zweideutig be- 
stimmt, wenn der Durch- 
schnittspuuct Q' der Gera- 
den PQ' II OZ m\i der Ebene 
•XOY durch seine Coordi- 
naten Xy y und die Länge Q' P = a gegeben sind. Denn versucht 
man aus diesen Daten den Punct P zu construieren, so ergeben sich 
auf der durch Qf parallel OZ gezogenen Geraden zwei Puncte P 
und P', für welche Q' P und Q'P' die gegebene Länge a aber entgegen- 
gesetzte Richtung haben. Diese Zweideutigkeit wird daher beseitigt 

Eflchcrich, Einleitung i. d. anal. Qeom. d. Banm. l 
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durch die Angabe, ob die Länge a von (^ aus in der Richtung von 
nach Z oder ihrer entgegengesetzten aufzutragen sei, was dadurch 
ersichtlich gemacht werden kann, dafs man alle Strecken in der einen 
dieser Richtungen mit dem positiven, die in der entgegengesetzten 
mit dem negativen Zeichen versieht. Bezeichnet man daher diese 
dritte mit ihrem Zeichen behaftete Abmessung mit z^ so bestimmen 
x^ y und z vollständig den Punct; man nennt diese drei von einander 
unabhängigen Bestimmungsstücke des Punctes seine Goordinaten. 

Aufser der vorstehenden Construction des Punctes aus seinen 
drei Goordinaten Xj y, erhalten wir ganz analoge durch Benutzung 
der Ebenen XOZ und YOZ, wenn wir die Puncte der ersteren 
auf XOZ, die der letzteren auf YOZ als Goordinatensysteme be- 
ziehen und hierbei in jeder Axe die schon angenommene positive 
und negative Richtung beibehalten. Denn zieht man vom Puncte P 
aus zu den Ebenen OXZ und OYZ die Geraden FQ''l OY und 
Pö'" II OX (s. Fig. 2) und legt die Ebenen P'Q'Q'\ FQ'Q'\ PQ''Q'\ 
von, denen die erste 

OXmB\ die zweite f*«- «• 

OY in B" und die 
dritte OZ in B'" 
schneide, so entsteht 
das Parallelepiped 
FqEQ"B"B'"OQ'" 
und es hat daher, 
ebenso wie Q' be- 
züglich des Systems 
XOr die Goordina- 
ten X und y, Q" be- 
züglich XOZ die 
Goordinaten x und is 
und Q'" bezüglich 
YOZ die Goordinaten 
y und z des Punctes P. 

Man kann somit den Punct P auch dadurch bestimmen, dafs 
man in der Ebene XOZ den Punct Q' mit den Goordinaten x imd 
z construiert und dann durch Q" die Gerade Q''P=sy parallel OY 
in der durch das Vorzeichen von y angegebenen Richtung von OY 
zieht. In analoger Weise kann man vermittelst der Ebene YOZ 
den Punct P fixieren. 

Eine andere Gonstructionsweise des Punctes P mittelst dieser 
Goordinaten x, y und z fliefst aus der Bemerkung, dafs (s. Fig. 2) 

OJJ'= X] 0B"= y; 0-R'"= z 
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ist. Man findet somit den Punct, indem man durch B' eine Ebene 
parallel XOY, iJ" eine solche parallel XOZ und J2'" eine dritte 
parallel TOZ legt. Der Durchschnittspunct dieser drei Ebenen ist 
dann der gesuchte Punct. ^ 

Um daher die Puncte des Raumes zu fixieren nimmt man drei 
feste Gerade OX, OY, OZ, an, Sie sich in einem Puncte schneiden, 
aber nicht in derselben Ebene liegen, und bestimmt auf jeder die 
eine Richtung als die positive und die entgegengesetzte als negative. 
Jeder Punct wird dann in der eben auseinander gesetzten Art durch 
drei zu den Axen parallele Abmessungen, seine Coordinaten be- 
stimmt. Jede dieser drei fixen Geraden OX, OY, OZ wird Coor- 
dinatenaxe genannt und zwar OX die Axe der Xy OY die der y, 
und OZ die der Z] die Ebenen XOY, XOZ und YOZ heifsen Coor- 
dinatenebenen und zwar XOY die xy-^ XOZ die xz- und YOZ die 
y0' Ebene. Zusammen bilden diese Stücke das Goordinatensystem, 
das speciell, weil die Coordinaten den Axen parallel laufen, Parallel- 
Coordinatensystem genannt wird. Der Punct heisst der Anfangs- 
pynct oder Ursprung des Systems. Stehen die Axen des Systems 
senkrecU aufeinander, so nennt man das System ein rechtwinkliges. 
Dumb die drei Goordinatenebenen wird der Raum in acht Getauten 
getheilt, dergestalt, dafs für alle in demselben Getauten gelegenen 
Puncte die gleich benannten Goordinaten auch gleichbezeichnete sind, 
so dafs die Vorzeichen der Goordinaten eines Punctes schon den 
Getauten angeben, in welchem der Punct gelegen ist. Sind nämlich 
OX, OY und OZ die positiven und OXj, OY^ und OZ, die nega- 
tiven Richtungen der Axen, so ist das Vorzeichen der 

X y z 
für alle Puncte im Getauten OX Y Z + + + 

OXY.Z + - + 
OXY Z^ + + - 
OXY^Z^ + — - 
OX^Y Z — + + 
OX^Y Z^ _ + - 
OX^Y^Z - — + 
OXjTtZ, _ - _ 

Gehört ein Punct zwei Getauten an, d. h. liegt er in einer Coor- 

dinatenebene, so ist eine seiner Coordinaten offenbar 0. Für die 

Puncte der xy-'Ehene ist z = 0, für die der xz-Ehene^y = und 

für die der yis -Ebene o? = 0. Liegt der Punct in einer Axe, so sind 

zwei Coi)rdinaten gleich Null und es hat blofs jene einen von Null 

verschiedenen Wert, in deren Axe er liegt, aufser er ist der Anfangs- 

punct des Systems selbst, wo dann alle seine drei Coordinaten Null sind. 

1* 
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§2. 
Das rechtwinklige Coordinatensystem. 

Empfehlen nicht besondere umstände die Wahl eines schief- 
winkeligen Systems, so bezieht man stets die Puncto wegen der Ver- 
einfachungen, welche hierdurch meisrfientheils in den Rechnungen er- 
zielt werden, auf ein rechtwinkeliges System. Auch im Folgenden 
soll, wenn nicht ausdrücklich das Gegenteil bemerkt ist, ein recht- 
winkliges System als zu Grunde liegend angenommen werden. 

In einem solchen System steht jede Axe auf der nicht durch sie 
gehenden Coordinatenebene senkrecht und es sind somit die Goordinaten 
eines Punctes auf ihren zugehörigen Coordinatenebenen senkrecht. 
Sie sind also seine Abstände „. „ 

Flg. 3. 

von denselben, und zwar ist x 
seine Entfernung von der yz- 
Ebene, y die von der xz- und 
z sein Abstand von der xy- 
Ebene. 

Ist Q' die Projection des 
Punctes P auf die xy-^ Q" 
die auf die xz- und §'" die 
auf die y^?- Ebene, so ist die 
Ebene PQ'Q'\ welche OX in 
jR' schneide (Fig. 3), parallel 
der 2/ ;8^- Ebene und steht daher 
senkrecht auf OX; ebenso ist 
die Ebene PQ'Q''\ welche 0¥ 

in iJ" schneide, senkrecht auf OY und die Ebene P Q" Q 
OZ in B'" schneide, senkrecht auf OZ, Daher ist auch 

PR'JL OX, PR"± OY, PR'"± OZ. 
0B'==^ x, 0B"= y und 02?"= z 
ist, so erhält man den Satz: 

Die Senkrechte, welche von einem Puncte auf eine 
Axe eines rechtwinkeligen Coordinatensystems gefällt 
wird, schneidet von ihr die dieser Axe parallele Coordi- 

nate des Punctes ab. 

§3. 

Projection von Geraden und Flächen. 

1) Mit dem Puncte ist auch seine Entfernung vom Anfangs- 
puncte des Coordinatensystems und sind auch die Winkel, welche 
die Verbindungslinie des Punctes und des Anfangspunctes mit jeder 
Axe bildet, bestimmt. Es müssen sich daher diese Stücke aus den 
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Coordinaten des Punctes berechnen lassen, welche Aufgabe wir nun 
lösen wollen. 

Der Punct sei hierbei auf ein rechtwinkliges Coordinatensystem 
bezogen und es seien x, y, seine Coordinaten. 

Bezeichnen wir mit r die Entfernung des Punctes P vom An- 
fangspuncte 0, mit oc, ß, y die Winkel, welche die Richtung OF 
bezüglich mit der positiven Richtung der X-, Y- und Z-Axe bildet*), 
so folgt aus dem Satze des § 2 unmittelbar 

X = r cos a, y = r cos ß^ =^ r cos y, (1.) 

Diese Gleichungen gelten offenbar, wenn wir darin r positiv annehmen, 
auch mit Rücksicht auf das Vorzeichen. Denn die blofse Anschauung 
lehrt, dafs der Cosinus des Winkels, den die Richtung OP mit einer 
Axe bildet, seinem Zeichen nach immer mit der zu dieser Axe 
parallelen Coordinaten des Punctes P übereinstimmt. 

Für r finden wir unmittelbar seiden Ausdruck durch x, y^ Zy 
wenn wir seine Projection auf irgend eine Coordinatenebene z. B. 
die (XF)-Ebene zu Hülfe nehmen. Bezeichnen wir diese etwa mit 
Qy SO ist 

r = V^+J^ 

woraus sich , wenn für q sein Werth q = '/x'^ + y^ substituiert wird, 

r = 'l/x^'+'f~+~^ (2.) 

ergiebt. 

Mit Benutzung dieses Resultates finden wir aus (1.) 



X X 

cos a == 



*• Vx^ + y2 + z^ 



cos /3 = ^- = ^ 



Vx^ + y« + z^ 



z z 

cos y = — = 



(3.) 



♦■ K«« + y» + «' 

wo die .Wurzel positiv zu nehmen ist. 

Quadrieren wir diese drei Formeln, so ergiebt deren Addition: 

cos «2 -j" C'^s ß^ +^os y- = 1 . (4.) 

Die nämliche Relation findet statt, wenn «, /J, y die Winkel be- 
zeichnen, welche eine Ebene mit den drei Coordinatene.benen ein- 
schliefst. Denn fällen wir vom Anfangspuncte des Coordinatensystems 
eine Senkrechte auf diese Ebene, so sind die Winkel, welche diese 



*J Unter dem Winkel, den die Richtung OP mit der positiven z. B. X-Axe 
bildet, ist bekanntlich die Gröfse der Drehung zu verstehen, die OP in der 
Ebene OPX vollfuhren mufs, damit auf dem kürzesten Wege die Richtung Ol? 
mit der positiven Richtung der X-Axe zusammenfalle. 
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Senkrechte mit den Coordinatenaxen einschliefst; die Neigungswinkel 
der Ebene gegen die Coordinatenebene^ da die Schenkel jedes dieser 
Winkel auf den Ebenen eines der Flächenwinkel senkrecht stehen^ 
welche die Ebene mit den Coordinatenebenen bildet. 

Die Formel (4.) zeigt; dafs die Winkel a, j8, y nicht von einander 
unabhängig sind und dafs der eine durch die beiden anderen wenigstens 
seiner Gröfse, wenn auch nicht dem Zeichen nach; bestimmt ist. Aus 
(4.) folgt z. B. 

cos y2 = 1 — cos «^ — cos /J2 

= 1 — cos «2 — cos ß'^ + cos «2 cos /J^ — cos «^ cos ß^ 

= — (cos a^ cos ß^ — sin «^ sin ß^) 

= — cos (« 4" ß) cos (a — ß) . 
Diese Formel lehrt, dafs y nur dann einen reellen Wert besitzt, 
wenn cos (« + ß) und cos (a. — ß) ungleiche Vorzeichen haben. Ist 
diese Bedingung erfüllt; dann liefert sie 

cos y = + ]/ — cos (a + ß) cos (a — ß), 

also zwei gleiche aber entgegengesetzt bezeichnete Werte für cos y. 
Die Gleichungen (1.) geben dann zwei diesen Werten zugehörige 
Puncte, die symmetrisch zur (XF) -Ebene liegen. Diese beiden 
Puncto fallen zusammen und in die (XF)- Ebene, wenn entweder 
(a + ß) oder (a — ß) gleich 90« wird. 

2) Die Formel (4) führt auch zu einem merkwürdigen Zusammen- 
hange zwischen einem ebenen Flächenstücke und seinen Projectionen 
auf die drei Coordinatenebenen eines rechtwinklijgen Coordinatensy- 
stems. Dieser Zusammenhang ergiebt sich unmittelbar; wenn das 
Flächenstück ein Dreieck ist, von welchem zwei Ecken in einer Coor- 
dinatenebene liegen. Es sei FQR ein derartiges Dreieck, und es 
mögen die beiden Ecken Q und R in der (X r)-Ebene liegen. P' sei 
die Projection von P auf die (XF)- Ebene. 

Fällt man nun P/S J. ^ü; so ist auch BS A. QB, somit ist 

rs = PS cos «; 

also auch iQB • P'S = iQB'PS cos a 

oder AP'QB= APQBco8a. 

Dieselbe Relation bleibt bestehen, wenn nicht mehr zwei Ecken des 
Dreiecks in der Goordinatenebene liegen, sondern wenn blofs die eine 
Seite derselben parallel ist. Denn schneidet man die Geraden PQ 
und PB durch eine beliebige; der QB parallele Gerade in den 
Puncten M und N^ so ist MN auch parallel der Goordinatenebene. 
Daher ist auch ihre Projection M'W auf dieselbe gleich und parallel 
MN. MaCn kann somit durch M'W eine Ebene parallel MNP 
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legen und diese schneidet das dreiseitige senkrechte Prisma MNP 
M'N' P' in einem Dreiecke M'W P", das dem Dreiecke MNP con- 
gruent ist. Das Dreieck M'WP" hat aber mit seiner Projection 
auf die Coordinatenebene: M'N'P' die Seite Jlf'jN'' gemeinsam und 
daher ist*nach dem Vorstehenden: 

AM'N'P''^ A M'N'P' cos a, 

wo « den Winkel bezeichnet, den die Ebene M'N'P" oder, was 
dasselbe ist, die ihr parallele Ebene MNP mit der Coordinatenebene 
bildet. Da nun A M'N'P" ^ AMNP, so erhält man 

AM'N'P'= AMNPcosa. 

Ist also eine Seite eines Dreiecks A parallel einer Coordinatenebene 
und ist a der Winkel, den die beiden Ebenen einschliefsen, so ist 
seine Projection ^' auf diese Coordinatenebene: 

-*^'= ^ cos «. 

Hieraus folgt unmittelbar die Gültigkeit dieser Formel für jedes be- 
liebige Dreieck. Denn zieht man in der Ebene des Dreiecks durch 
eine seiner Ecken eine Parallele zur Coordinatenebene (d. i. zur 
Durchschnittslinie der beiden Ebenen) , so stellt sich das Dreieck als 
die Summe oder Differenz zweier Dreiecke dar, deren gemeinsame 
Grundlinie auf eben dieser Parallelen liegt. Seine Projection ist 
übereinstimmend die Summe oder Differenz der Projectionen dieser 
beiden Dreiecke. Wendet man daher auf jedes dieser Dreiecke die 
obige Formel au, so erhält man entweder durch Addition oder Sub- 
traction der beiden Gleichungen, wenn mit ^ die Fläche des Drei- 
ecks, mit ^' die seiner Projection und mit a der Neigungswinkel 
der Dreiecksebene gegen die Coordinatenebene bezeichnet wird, 

^'s=^cosa. (a.) 

Hieraus folgt wieder die Gültigkeit dieser Formel für jedes beliebige 
in einer Ebene gelegene Fiächenstück und seine Projection auf eine 
andere Ebene. Ist nämlich das Flächenstück ein Polygon, so kann 
man dasselbe in eine algebraische Summe von Dreiecken zerlegen, 
aus welcher man die Projection des Polygons erhält, indem man in 
derselben an Stelle jedes Dreiecks seine Projection setzt. Drückt 
man nun in dieser algebraischen Summe der Projectionen jede der- 
selben vermöge der Formel (a.) aus, so wird dieselbe einem Pro- 
ducte gleich, dessen einer Factor der allen Summanden gemeinsame 
Cosinus des Neigungswinkels der beiden Ebenen ist, und dessen 
anderer Factor aus der algebraischen Summe der Projectionen hervor- 
geht, wenn man darin statt jeder Projection das projicierte Dreieck 
selbst setzt, der also das Polygon selbst ist. 
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Da nun jede Curve wieder als Grenze eines Polygons betrachtet 
werden kanu^ so hat man den allgemeinen Satz: 

Ist das ebene Flächen stück F gegen eine Coordinaten- 

ebene unter dem Winkel « geneigt, so ist seine Projection 

F' auf dieser Ebene: 

F'=^ F cos cc. 

Sind daher F" und F'" die Projectionen von F auf die beiden anderen 
Coordinatenebenen des rechtwinkligen Coordinatensystems und ß und 
y bezüglich die Neigungswinkel von F gegen dieselben, so ist auch 

F"=:= F cos ß , F"'= F cos y . 

Aus diesen drei Gleichungen folgt: 

^'2 ^ p-'I _|. i^-2 _ F2 (cos «2 ^ cos ß'^ + COS y^) . 

Nun ist aber cos «^ + cos ß"^ -|- cos y'^ = l und man hat daher 
folgenden Satz: 

Sind F\ F"y F'" die Projectionen eines ebenen Flächen- 
stückes Fauf die drei Coordinatenebenen eines rechtwink- 
ligen Coordinatensystems, so ist 

F'^ = F"^ + F'"^ + F'"^. 

§ 4. 
Entfernung zweier Functe, Winkel zweier Geraden oder Ebenen. 

1) Parallele Coordinaten-Verschiebnng. 

um die Entfernung zweier Puncte durch ihre Coordinaten aus- 
zudrücken, dürfte es am zweckmäfsigsten sein, diese Aufgabe auf 
die schon gelöste zurückzuführen: Den Abstand eines Punctes vom 
Coordinatenursprung durch seine Coordinaten zu. berechnen. Zu 
diesem Behufe wählen wir einen der beiden Puncte zum Anfangs- 
puncte eines neuen Coordinatensystems und suchen nun die- Coor- 
dinaten des zweiten Punctes bezüglich eines Systems zu bestimmen, 
dessen Axen wir dergestalt legen, dafs sich die Coordinaten dieses 
Punctes bezüglich des neuen Systems aus seinen ursprünglichen 
leicht bestimmen lassen. 

Wir werden so zur Erörterung eines speciellen Falles des allge- 
meinen Problems geleitet, das den Namen Coordinatentransformation 
führt. Dasselbe stellt die Forderung, die Relationen aufzufinden, welche 
die Coordinaten eines und desselben Punctes, bezogen auf zwei ver- 
schiedene Systeme, mit einander verknüpfen. Vorläufig soll hier nur 
der specielle Fall, dafs die A^en der beiden Systeme parallel seien, 
behandelt werden. 

Es sei OXYZ das ursprüngliche System und durch den Punct 
0,, der die Coordinaten x == a, y = b, z = c besitze, die Axen des 
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neuen Systems O^X^ || OX, OiF, || OZ, O^Z^\OZ gezogen, wo die 
positiven Richtungen in den parallelen Axen dec beiden Systeme 
übereinstimmen sollen. 

Die Coordinaten irgend eines Punctes P^ bezüglich des ursprüng- 
lichen Systems^ seien x^ y, z^ bezüglich des neuen x^y y^^ z^. Um 
die Verknüpfungen zwischen denselben kennen zu lernen ; betrachten 
wir den Durchschnitt irgend zweier Coordinaten ebenen des neuen 
Systems z. B. der (X, F,)- und (Y,Z|) -Ebene (also der F,-Axe) 
mit der zur dritten Coordinätenebene des neuen Systems parallelen 
des ursprünglichen, also in unserem Falle der (XZ) -Ebene. Ist O2 
der Durchschnittspunct der Y, -Axe und sind O^X.^ und Oj-Zj die 
Durchschnittslinien bezüglich der (X, Y,)- und (X,Z,)- Ebene mit 
der (XZ)- Ebene, so hat der Punet P in Bezug auf das Hülfs-Coor- 
dinatensystem OjX.^FjZj, in dem die^ positiven und negativen Rich- 
tungen der Axen mit den parallelen im ursprünglichen übereinstimmen 
sollen, die Coordinaten 

ajj = ^1 5 2^2 ^^ y 5 ^2 ""^ ^\' 

Zieht man nun durch P die Gerade FQ parallel der F-Axe, so hat 
Q (§ 1) bezüglich des Systems OXZ die Coordinaten x, e, und be- 
züglich O2X2Z2 die Coordinaten X2, ^2- ^* ^^® Axen dieser beiden 
ebenen Coordinatensysteme übereinstimmend parallel sind und der 
Punct O2 bezüglich OXZ die Coordinaten a; = a, z = c besitzt, so ist 

X ^= a -{- X2, z = c -{- ^2, 
somit wegen (1.) 

Zieht man durch P noch eine Gerade parallel der X-Axe, welche 
die Ebene 02^1-^2 ^^ Q' schneide, so hat Q' bezüglich des Systems 
02^2^2 die Coordinate y2 = y bezüglich des Systems 0, F, Zj. Da 
nun beide Systeme parallel zu einander auf der Y^-Axe verschoben 
sind, so ist 

Die neuen und ursprünglichen Coordinaten eines jeden Punctes sind 
somit durch die Gleichungen mit einander verbunden: 

x = a + x^, y = 6 + yi» ^ = c + ^, . (l.) 

2) Entfernung zweier Pnncte. 

Es hat nunmehr ' keine Schw:ierigkeit, die Entfernung zweier 
Puncte durch deren Coordinaten auszudrücken. 

Es seien a;, , yj , jef, die rechtwinkligen Coordinaten des Punctes P, 
und X2^ y2, ^2 ^i® ^^s Punctes Pj. Einen dieser Puncte, etwa P,, 
wählen wir nun zum Anfangspuncte eines dem ursprünglichen parallelen 
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Coordinatensysteme F^SHZ, wo die PjÄ || OX, P^Hlj^OY und 
P^Z\OZ sei. Bezeichnen nun ^^ 17, ( die Goordinaten des Punctes 
P2 bezüglich dieses neuen Systems ; so ist nach (1.) 

g = a;2 — iCi; ij = ^2 — J/i 5 5 = ^2 — ^M 
daher die Entfernung r der beiden Puncte nach (§ 3^ 1) 

r - ^(«2 - x,f + (y, - y,Y + {e^ - »,)» . (2.) 

Aus den Formeln (3) in § 3, 1 ergeben sich auch die Ausdrücke für 
die Winkel, welche die Richtung von Pj nach P.^ mit den ^-Axen 
des Systems OX TZ bildet. Denn diese Winkel sind dieselben , welche 
P1P2 mit den Axen von P^SHZ einschliefst und somit, wenn a^ ß, y 
die Winkel von P^ Pj bezüglich mit der X-, Y- und Z-Axe bezeichnen: 

cos « = 1 = "^ ^ "^^ 



cos /3 = -5 = y« -y» == 

cos y = — = -^ I 



(3.) 



wo die Wurzel positiv zu nehmen ist. 

3) Winkel zweier Geraden. 

Die vorstehenden Formeln ermöglichen es, den Winkel, den 
zwei Gerade im Räume mit einander bilden, durch die Winkel, welche 
jede derselben mit den Axen des Systems einschliefst, auszudrücken. 
Da eine parallele Verschiebung der beiden Geraden ihre Lage nicht 
ändert, so werden wir ihre Parallelen durch den Coordinatenanfangs- 
punct betrachten. Es seien a, /), y die Winkel, welche die eine 
und «', ß'y y' die Winkel, welche die andere bezüglich mit der X-, 
F- und Z'Axe bildet. Auf der zur ersteren Parallelen durch den 
Anfangspunct nehmen wir einen Punct P| , auf der zur zweiten Pa- 
rallelen einen Punct Pj an. Ist r, die Entfernung OP^ und rj der 
Abstand OP2, so sind die Goordinaten x^, y^, 0^ von P^ und ^Tj, 
^2, ^2 ^^^ -^2 durch die Formeln gegeben: 

^1 = ^1 ^os ^f Vi = ^1 ^^s ß, 0^ = r^ cos y, 
X2 = r2 cos a, ^2 = ^2 cos /J, ;8f2 = ^2 cos y. 
Nun ist aber nach dem Carnot'schen Satze, wenn wir mit (o den 
Winkel P^OP^ bezeichnen, 

1^2 = ^1^ + ^2^ — 2^1 r2 cos (0, 
oder, da , 1 

r^ = /ä;22 + Vi" + V 
und 



so ist 
also 
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7^2 = (^1 - ^,y + (yi - y^? + (^1 - ^2)^ 

r^r^ cos © = x^x^ + y^y^ + e^z^ , 

cos Q »B cos a cos «'+ cos /J cos /5'4- cos y cos y, (5.) 

Hieraus läfst sich durch die bekannte Relation sin o^ = 1 — cos cd^ 
auch ein Ausdruck für sin co ableiten. Es ist nämlich 

sin CÄ}^ = 1 — cos 0)2 = 1 — (cos a cos «'+ cos /S cos /?'+ cos y cos y )2 
oder wegen 

sin co^ = (cos «^ + <5os /J* + cos y*) (cos a' ^ + cos /J' ^ + cos y 2) 
— (cos a cos «'+ cos ß cos /J'+ cos y cos y')^. 
Nun ist aber nach einer sehr häufig verwendbaren Identität: 

(«l' + 6l' + ^l') («2' + W + ^2') - («1«2 + h h + ^1 ^2)' 
= («,62 — «261)2 + («1^2 — «2^1)^ + (i!>lC2 — &2Cl)^ 

und daher 

sin 0)2 = (cos a cos /J'— cos a cos ßY 

+ (cos a cos y — cos a cos y)^ 

+ (cos /J cos y'— cos /J' cos y)^. 

Diese Formel läfst sich auch unmittelbar leicht ableiten , indem man 
das Dreieck OP, Pj durch seine Projectionen auf die Goordinatenebenen 
ausdrückt. Nach einer bekannten Formel ist nämlich 

A OP^ P2 = ^fj rj sin o . 

Seine Projection auf die (XF)-Ebene: -^z^i^iVi — ^2^1) wandelt 
sich durch Substitution der Werthe von a?, , y, , a?2, y^ um in 

i i (^1 ^2 — ^2^1) = i i ^1 ^2 (cos « cos /J' — cos a' cos /J) . 
Analog erhält man für die Projection auf die (XZ)- Ebene: 

+ i {x^is^ — Ä?2^|) = + 1 ^1^2 (cos a cos y' — cos a cos y): 
auf die (FZ) -Ebene: 

± i (yi H — y2^i) = + i ^1 ^2 (cos ß cos y— cos /J' cos y), 
somit ist nach § 3, 2 

sin ß>2 =- (cos a cos j8' — cos a cos /3)^ 

+ (cos a cos y' — cos y cos j8')* (6.) 

+ (cos ß cos y' — ccrs y cos /J')^. 

• 

4) Neigungswinkel zweier Ebenen. 

Durch die vorstehende ist auch die Aufgabe gelöst ^ den Neigungs- 
winkel zweier Ebenen aus ihren Neigungswinkeln gegen die Coordi- 
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nateiiebenen zu berechnen. Denn zwei Gerade, deren jede auf einer 
anderen der beiden gegebenen Ebenen senkrecht steht, schliefsen 
mit einander den Neigungswinkel der beiden Ebenen ein. Die beiden 
Geraden , die wir vom Ursprung des Systems senkrecht auf die beiden 
Ebenen fällen, bilden also mit einander den gesuchten Winkel. Die 
Neigung jeder dieser Geraden gegen jede der Axen ist aber durch die 
Neigungswinkel der Ebene nach § 3 gegeben. Sind daher a, ß, y 
die Neigungswinkel der ersten Ebene bezüglich gegen die (XF)-, 
(XZ)', (YZ)-Ebene, «', ß\ y die analogen der zweiten, so schliefst 
die Senkrechte auf die erste Ebene mit den Axen (nach § 3) die 
Winkel ccy ß, y und die zweite a, ß\ y ein. Es ist somit der 
Neigungswinkel der beiden Ebenen nach (5.) durch die Formel 
gegeben : 

cos G) = cos a cos a'-f" <^os ß cos /3'-)- cos y cos y, (5'.) 

§ 5. 
Folarcoordinaten. 

In analoger Weise wie in der Ebene mittelst Folarcoordinaten 
kann man auch im Räume den Punct fixieren. 

Kennt man die Entfernung r des gesuchten Punktes P von einem 
fixen Puncte 0, so liegt der gesuchte Punct auf der Kugelfläche, 
die aus mit r als Radius beschrieben wird. Ist nun der in einem 
bestimmten Sinne gezählte Winkel o bekannt, den die Ebene, welche 
durch P und eine fixe Gerade OX gelegt wird, mit einer festen, 
etwa OX enthaltenden, Halbebene bildet, so liegt P auf dem Kreise, 
in dem die Ebene die Kugel schneidet. Kennt man daher auch den 
Winkel %', den die Gerade OF mit der Geraden OX einschliefst, so 
ist der Punct P eindeutig bestimmt. 

Der Winkel o kann bei dieser Bestimmungsweise, wo es sich 
um die 'Lage der Ebene OFX handelt, offenbar auf Werte zwischen 
0® und 180® beschränkt werden; dann mufs aber der Winkel O* die Lage 
des Halbstrahles OP bestimmen und daher alle Werte von 0® bis 360" 
annehmen können, sobald man für r blofs positive Werte zuläfst. 

Wollte man hingegen P dadurch fixiren, dafs man die Halbebene 
OPX festlegte, in der P liegt, so müfste o alle Werte von 0" bis 360» 
annehmen können, und der Spielraum des -ö- auf 0® bis 180® einge- 
schränkt werden. 

Es ist leicht, die Beziehungen, welche zwischen den recht- 
winkligen und diesen Polarcoordinaten eines Punctes bestehen, ab- 
zuleiten. 

Zu diesem Behufe nehmen wir OX als die positive Seite der 
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X-Axe, und die fixe durch OX gelegte Halbebene als die positive 
Hälfte der (X ir)-Ebene eines rechtwinkligen Coordinatensystems an. 

Fällt man nun auf die (XF)- Ebene die Gerade FQ und auf 
OX die Gerade FR senkrecht ^ so ist aus AOFR: 

OF coa^ = X] OF sin d- == FE] 

aus AFQE: 

FR sin o = P^ ; FR cos gi = QR, 
woraus folgt 

X == r cos d^ 

y = r sin ö* cos gi ^ • (l.) 

e = r sm d' sin gi 

Umgekehrt ergiebt sich hieraus: 



r = yx^ + y^ + ^^ 

sc B i * ( ^» ) 

COS d' = —- — —^-- — r- : tan cj = - - 
Vx* + y*+ z* y 

Diese Gleichungen stellen eindeutige Beziehungen zwischen •den 
Gröfsen x, y^ z und r, 'S-, oi dar. Denn sind die letzteren gegeben, 
so liefern die Gleichungen (1.) für Xj y, z vollkommen unzweideutige 
Werte. Sind hingegen x, y, g bekannt, so geben dieselben nicht 
allein die Gröfse von d" und gi, sondern auch, da entweder d' oder o 
nur Werte zwischen 0^ und 180® annimmt, die Zeichen des Sinus 
und Cosinus jedes dieser Winkel zu erkennen. Beachtet man nun, 
dafs in (1.) die rechten und linken Seiten der Gleichungen stets 
gleiche Zeichen besitzen, so erhellt, dafs dieselben auch dem Zeichen 
nach gelten. 

2) Aufser dieser Art Polarcoordinaten findet öfters auch noch 
eine andere Anwendung. Der Punkt F (die vorige Pig.) ist offenbar 
auch bestimmt, wenn aufser seiner Entfernung OF = rj die Winkel 
XOQ = il) und FOQ^=(p gegeben sind. Hierbei mufs wieder der 
eine dieser Winkel alle Werte zwischen 0® und 360® annehmen 
können, während man den Spielraum des anderen auf den .ersten 
Halbkreis beschränken darf. 

Die Formeln zur Verwandlung dieser Polarcoordinaten und der 

rechtwinkligen in einander ergeben sich auch hier sehr einfach aus 

der Figur; man findet 

= r sin q) 

y == r cos (p sin f ^ (3.) 

X =^ r cos (p cos ^ 
und hieraus 
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. y . ^ (4.) 

tan p = ^ . fsmm = =- 

Audi hier gelten die froher in Betreff der Winkel ^ nnd a ge- 
maehten Bemeridingen for die Winkel ^ und ^. 

§6. 

Übunge n. 

1^ Ein Pnnct C teilt die Streeke AB vai Verhaltnisse von 

m: n^ es sind d^ ParaUelcoordinaten des Teilongsponctes C durch. 

die Ton A nnd S auszudrucken. 

Aofl. Sud Xf, yi, Zt die Coordioaten Ton A; x^^ 3^, 2^ die von B^ so 
Msd die Coordiiiaieo x, y, 2 Yon Ci 

mxt + nxt ^ _ «yt + ^tyi . . »gg + itg, 

Mao erbält dieie BelaHonep z. B. die letste ans dem Trapeze, das za seinen 
poxallelen Seiten die Coordinaten ^j und 2^ besitzt, in dem also z eine za diesen 
Parallele dordi C ist 

•2) Sind A^, A^^ A^ drei Puncte bezüglich mit den Coordinaten 
x^y^Zf^ x^y^z^f x^y%H ^"^^ ^^® -^ ^® Entfernung ^,^ im Ver- 
hältnisse A^B\BA^=^m\n^ femer C die Strecke A^B im Ver- 
haltnisse A^C : CB =p : q, so sind die Coordinaten x, jf, s des 
Pnnctes C durch die von A^A^A^ auszudrucken. 

Durch wiederholte Anwendung dieser Formeln erhalt man: 
a) Die Geraden, welche die Mittelpuncte der g^enüberliegenden 
Kanten eines Tetraeders yerbinden, halbieren sich in demselben Puncte. 
Die ^-Coordinaie des Mittelpimctes der Kante x^yiZu x^VtH ^t i(x, + a%), 
die jener *der gegenüberliegenden Kante ^y«^, x^y^^A- 7 (^ Hh ^4); die x-Coor- 
dinate des Mittelponcies der Yerbindnngslinie dieser beiden Poncte ist daher 
1(^1 + ^ 4~ ^ "f- ^4)' Dieselben Coordinatenwerte erhält man för den Mittel- 
pnnct jeder anderen derartigen Geraden. 

(S) Ist A^A^A^A^ ein windschiefes Viereck und teilt C^ die 
Strecke A^A^* C^ die Strecke A^A^ im Verhaltnisse 

Ai C| : C^A^ ^^ A^C^' Cj-^^ = mm^ 
ebenso D| und D, hezfiglich die Strecken A^A^ und A^A^ im Ver- 
hältnisse j^j^^ . B,A^ = A^D^ : D^A, ^p : g, 

so schneiden sich die Geraden C^C, und D^D^. 

Sind |i9 £st 1/ <™d £2' die o;- Coordinaten bezüglich von C'i, C\, D^ und 
I>2, so findet man 

El schneiden sich also die Geraden CiC^ und i>il>i in einem Punkte, deasen 
Coordinaten Xj y, z sind: 



X 



z = 
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fnpx4 -\- npiSi -\- mqXf + nqxi 

{f>^ + n)(p + q) ' 

mpy4 + npy^ + mqy^ + nq y^ 
(w + n){p + q) 

mpz4 + npe^ + ^nqZf + nqZt 
(w + n)(p + q) • 

3) Zieht man vou irgend einem Punkte B die Strecken nach 
n festen Puncten und legt diese Strecken ^ ohne ihre Richtung und 
Länge zu ändern, derart an einander, dafs der Endpunct einer jeden 
jedesmal der Änfangspunct der nächstfolgenden wird, und macht R 
zum Anfangspuncte der ersten, so geht die Verbindungslinie von R 
mit dem letzten Endpuncte durch einen festen Punct S, welcher 
von dieser nach dem Puncte It zu den n^®° Theil abschneidet. Dieser 
Punct, dessen jede Coordinate das arithmetische Mittel der gleich- 
artigen Coordinaten aller n fixen Puncte ist, heifst die Mitte der 
n Puncte oder auch der Punct der mittleren Entfernungen. 

xyz seien die Coordinaten des Pnnctes B; XiyiZ^y x^yt^t ' ' ' ^nVn^n ^^^ 

der n fixen Puncte A^^ A^ » - - A^\ die Coordinaten der neu constraierten 

(n— 1) Pancte A^, A^ • • • A^ kann man auf yerschiedene Weise finden. So 

kann man die von A^ dadarch berechnen, dafs man die Coordinaten des Mittel- 
pnnctes des Parallelogramms BA^ A^Af nach (1) auf zwei Arten, einmal durch 
die der Gegenecken Bf A^ und dann durch die von J.|, A^ ausdrückt; man 
erhält auf diesem Wege für die x - Coordinate die Relation 

2 2 ' 

aJso 

X^ = a?! -f- iCj — x . 

TtVL demselben Ausdrucke gelangt man auch unmittelbar durch die Formel 

l^ cos « = 55 — X%=^ Xx — X^y' 

wo ^2 die Strecke BA^ und a den Winkel bedeutet, den diese Strecke mit der 
ic-Axe bildet. 

Auf dieselbe Weise erhält man 

x^ =^ x^ -{- x^ — x=^ Xi + x^-\- x^ — 2x 

X4 = a?j' + 0:4 — a? == rB| + Äj + rcj + 0:4 — Src 



n 
X 



*=1 



Der nach (1) der auf der Geraden BA'^ liegende Punct 

^ Ä„ + (n - 1) a; 



1?== 





n 




Vn 


+ {n- 


i)y 




n 




K 


+ (n- 


1)« 



n 
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ist also der Punct S und hat die Coordinaten 

n n n 

5=12'"'*' "=^2'«'*' ^'=12'"' 

k=l *=1 it=l 

ist somit unabhängig von dem Puncto Jß. 

Zusatz. Verbindet man die Mitte von w festen Puncten mit einem 
derselben, so liegt auf dieser Geraden die Mitte der übrigen (n — 1) fixen 
Punete und zwar über die Mitte der n Puncte hinaus von ihr um 

r des Abstandes derselben vom fixen Puncte entfernt. 

n — 1 

Sind S, 1?, J die Coordinaten* der Mitte S der n Puncte und x^y^z^ die 

Coordinaten eines derselben A. , so liegt nach (1) der Punct S^ mit den Coor- 
dinaten 

si - ^ _ 1 J ^1 — ^ _ 1 ? ^' - w - 1 

auf der Geraden SA^ über S hinaus derart, dafs 

SiS:SAi==-l:in— 1); 

Si» ^1» fi siiid aber die Coordinaten der Mitte der n festen Puncte mit Aus- 
schlufs des Punctes A^ . 

Hieraus ergiebt ■ sich auch umgekehrt ein Verfahren , um aus der 
gegebenen Mitte eines Punctvereines von (n — 1) Puncten die des 
um einen willkürlichen Punct vergrösserten Vereines zu construieren. 
Man wird die Entfernung der Mitte der (w — 1) Puncte von diesem 
Puncte im Verhältnisse 1 : (w — 1) teilen: der Teilungspunct ist die 
gesuchte Mitte. 

Aus dieser Construction fliefst weiter der Satz: 

Verbindet man die Mitte von je {n — 1) Puncten mit dem 
jeweilig ausgeschiedenen n^^^, so schneiden sich alle diese Geraden 
in einem einzigen Puncte, der Mitte der n Puncte, und werden in 
demselben im Verhältnisse 1 : (n — 1) geteilt. 

In diesem Satze sind als specielle Fälle die bekannten enthalten, 

dafs sich die Schwerlinien eines Dreiecks und einer Pyramide in 

einem Puncte schneiden. 

Als Übung wäre auch der directe Beweis derselben durch wiederholte 
Anwendung von 1) zu empfehlen. 

4) Ist S die Mitte eines Vereines von n, S' die eines von m Puncten, 
so teilt die Mitte 2 aller Puncte die Gerade SS' im Verhältnisse 

SE:2:S'=m:n. 

Anm. 1. Es ist hiermit klar, wie man vermöge dieses Satzes 
aus den Mitten mehrerer Punctvereine die Mitte der Gesammtheit aller 
Puncte construieren kann. 

Anm. 2. Wendet man diese Construction in der Aufgabe 2a an, 
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so ergiebt sich, dafs jede der dortigen Geraden im Schwerpuncte des 
Tetraeders halbiert wird. 

5) Die Summe der Quadrate der Entfernungen von n Puncten von 
ihrer Mitte ist gleich der Summe der Quadrate der Radienvectoren aller 
Puncte, weniger dem n- fachen Quadrate des Radiusvectors der Mitte. 

(Man beziehe die Puncte auf ein rechtwinkliges System.) 

6) Die Summe der Quadrate der Abstände irgend eines Punctes 
von n anderen ist gleich der Summe der Quadrate der Abstände 
dieser Puncte von ihrer Mitte, vermehrt um das n- fache Quadrat 
des Abstandes jenes Punctes von der Mitte. 

7) Projiciert man irgend einen geschlossenen Zug gerader Linien 
auf eine Gerade , so ist die Summe dieser Projectionen der einzelnen 
Strecken Null. 

Bezeichnen daher 2) , Zj . . • 2» die Strecken des Linienzuges und 
iSf h)f (ff} h) - • ' (ff) ^n) die Winkel, welche die positive Richtung jeder 
derselben mit jener einer beliebigen Geraden g bei positiver Dreh- 
richtung einschliefsen , so ist 

Zi cos {g, Z,) + l^ cos (jf, 12) + ' hin cos {g, ln) = 0. 

8) Mittelst dieser Formel lassen sich die in den vorhergehenden 
Paragraphen für rechtwinklige Goordinatensysteme abgeleiteten Aus- 
drücke leicht auf schiefwinklige ausdehnen. 

Dieselben ergeben sich aus der folgenden in (7.) enthaltenen Grundformel. 

Projiciert man den geschlossenen Linienzug, der aus den schiefwinkligen 
Coordinaten Xy y^ z eines Punctes und seinem Radiusvector r zusammengesetzt 
wird^ auf eine Gerade g^ so ist 

X cos (g^ X) + y cos (^f, Y) + z cos (g, Z) = r cos (rg), 

wo also (p, Jt), {gy Y,) {g^ Z) die im obigen Sinne genommenen Winkel sind, welche 
die Gerade g bezüglich mit der X-, Y- und Z-Axe bildet. 

Läfst man ^ der Reihe nach mit der X-, Y-, Z-Axe und dem Radiusvector 
zusammenfallen, so fliefsen hieraus die vier Relationen: 

r cos (Xr) = a; + y cos ( YX) + z cos (ZX) 

r cos (Yr) «= x cos (XY) + y + z cob (ZY) 

r cos (Zr) =» x cos (XZ) + y cos {YZ) + z 

r = o; cos (Xr) + y cos ( Yr) + z cos (Zr) , 

welche die vier Unbekannten r, <^ Xr, *=^ Yr, <^ Zr enthalten. Fiir dieselben 
ergeben sich 

r« = a;« + y« + Ä» + 2xy cos (XY) + 2xz cos (XZ) + 2yz cob,(YZ) 

x + ycos (YX) + z cos (ZX) 



cos (Xr) = 
cos (Yr) = 



r 

X cos (XY) + y + zco&iZ Y) 



r 

CO8 (Zr) = -^J???J^-^>+iL92« ( YZ)+z 

Eschcrick, Binleitung i. d. anal. Geom. d. Baum. 
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9) Mittelst dieser Formeln lässt sich nuu wieder durch parallele 
Verschiebung des Systems die Entfernung zweier Puncte und der 
Winkel berechnen, den die Verbindungslinie derselben mit jeder Axe 
einschliesst. 

10) Aus den Winkeln, welche die Axen zweier Parallel-Coor- 

dinatensysteme mit gemeinsamen Ursprung unter einander einschliefsen, 

sind die Formeln herzuleiten, welche den Zusammenhang der Coor- 

dinaten irgend eines Punctes bezüglich beider Systeme angeben. 

Es seien xye die Coordinaten des Punctes P bezüglich des Systems OXYZ^ 
und x'yz' jene bezüglich des Systems OX'Y'Z\ ferner r die Entfernung des 
Punctes vom Ursprung 0. 

Projiciert man den geschlossenen Linienzug, der aus den Coordinaten x, 
1/, z und den Badiusvector r gebildet wird , auf die X-Axe , so ist nach Übung 8 

r cos (X, r) ^ x-{- y coB {YX) + ^ cos (ZX) ; 

die Protection des gleichfalls geschlossenen Linienzuges, der aus den Coordinaten 
x\ y\ z' und r gebildet wird, auf die nämliche Axe, ergiebt hinwiederum: 

Übung 7 

r cos (X, r) = x cos (X'X) + y' cos (Y'Xj + z cos (Z'X) . 
Somit: 

a; + 2/ cos {YX) + z cos {ZX) -^ x cos (X'X) + y cos (T'X) + z cos [Z'X) . 

In analoger Weise erhält man 
a; cos (XY) + 3/ + ^ cos {ZY) = x cos (YX') + y cos (YY') + z cos iJZ') 
X cos {XZ) + y cos {YZ) + z =^ x cos (X'Z) + y cos (Y'Z) + z cos {Z'Z). 

11) Den Inhalt einer Pyramide aus den rechtwinkligen Coor- 
dinaten ihrer Eckpuncte zu bestimmen. 

Die Ableitung dieser Formel kann durch folgendes Lemma bewerkstelligt 
werden: 

- Wird ein dreiseitiger prismatischer Raum durch zwei Ebenen geschnitten, 
so ist der hierdurch erhaltene Körper gleich der Summe dreier Pyramiden, die 
eines der beiden Dreiecke zur gemeinsamen Grundfläche haben und deren 
Spitzen in den Ecken des andern Dreiecks liegen. 

Projiciert man nun die vier Ecken der Pyramiden auf einer der Coordinaten- 
ebenen, so entstehen vier derartige prismatische Stumpfe, aus deren algebraischer 
Summe sich der Inhalt der Pyramide zusammensetzt. Berechnet man nun den 
Inhalt jeder dieser Stumpfe, so erhält man für den Inhalt der Pyramide J7, 
wenn die Coordinaten ihrer Ecken mit o;, y, z; Xt , y^ Zi; x^, yz^Zz und ^s, ^3, z^ 
bezeichnet werden, 

X, y, z, 1 

i»i» 3/1. «M 1 
^t» ya» ^2» 1 

^8> ys» ^8» 1 

12) Den Neigungswinkel zweier Geraden aus den Winkeln zu 
berechnen, welche dieselben mit den Axen eines schiefwinkligen 
Systems bilden. 

Analog § 4, 3. 



n=±-i- 



Zweites Capitel. 
Die Ebene und die lineare Gleichung. 

§ 7. 
Die Oleiohiing der Ebene. 

Es ist unmittelbar klar, dafs die drei Coordinaten des Punctes 
einer Ebene nicht von einander unabhängig sein können. Und in 
der That nimmt man zwei derselben etwa x und y willkürlich an, 
so ist die dritte z unzweideutig bestimmt, wie die Construction der- 
selben zeigt. Es stehen also die Coordinaten irgend eines Punctes 
einer Ebene in einer derartigen Abhängigkeit von einander, dafs 
durch zwei derselben stets die dritte und zwar eindeutig bestimmt 
ist. Es müssen also die drei Coordinaten durch eine und nur eine 
einzige Gleichung mit einander verbunden sein, welche wegen der 
eindeutigen Bestimmbarkeit nach jeder Coordinate linear sein wird. 
Diese Behauptung bestätigt auch die früher gewonnene Formel fiir 
den Inhalt einer Pyramide. Denn sieht man darin den einen Punct 
als variabel an, während man den Inhalt coustant läfst, so beschreibt 
derselbe eine zur Grundfläche der Pyramide parallele Ebene. Es 
stellt also unter diesem Gesichtspuncte die Formel den Zusammen- 
hang der einem Puncte dieser Ebene zugehörigen Coordinaten dar. 
Die nämliche Thatsache erhellt auch noch in anderer Weise aus 
unserer Formel. Betrachtet man nämlich darin den einen Punct als 
beweglich und den Inhalt als variabel, so verschwindet der letztere, 
so oft der Punct in die Ebene der drei anderen Ecken der Pyramide 
zu liegen kommt, und umgekehrt, so oft der Inhalt verschwindet, 
fällt der Punct in diese Ebene. Es stellt also der gleich Null ge- 
setzte Ausdruck den Zusammenhang der Coordinaten von vier Puncten 
einer Ebene dar und dieser Ausdruck ist linear nach den Coordinaten 
eines jeden der vier Puncte. 

Die Gleichung der Ebene, d. i. der Zusammenhang der Coordi- 
naten irgend eines Punctes derselben, läfst sich auch ohne Benutzung 
jener Formel für den Inhalt der Pyramide in einfacher und unmittel- 
barer Weise, wie jetzt gezeigt werden soll, herleiten. 

Es gehe zunächst die Ebene nicht durch den Anfangspunct des 
rechtwinkligen Coordinatensystems. oc, y, e seien die Coordinaten 
irgend eines ihrer Puncte, r sei der Radius vector desselben und a, 
/8, y die Winkel, welche derselbe bezüglich mit der X-, Y- und Z-Axe 
bildet. Ist dann p der Abstand der Ebene vom Coordinaten- Anfangs- 

2* 
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oder 



puncte, bezeichnen X, fi, 1/ die Winkel; welche derselbe bezüglich 
mit der X-, Y- und Z-Axe einschliefst^ ist ferner d' der spitze 
Winkel; den r und p mit einander bilden, so ist (§ 2, 1) 

X = r cos a, y = rcos/J, £r«=r cos y, 
^^"^®^ i> = rcos^; 

setzt man hierin für cos ^ seinen Wert (§ 4, 5.) 

cos d" = cos a cos X -|- cos /3 cos fi -|- cos 7/ cos v, 
so erhalt man 

jp BS (r cos c) cos A + (r cos ß) cos ft + (^ ^^ y) cos v 

p = X cos A + y cos ft + ^ c<^8 ^- (!•) 

Geht die Ebene durch den Goordinaten-Anfangspunct; so vereinfacht 
sich die Ableitung. Dann ist d' = 90® und somit 

cos a cos X + cos ß cos fi + cos y cos v = 
oder 

(r cos a) cos A + (^ cos ß) cos f* + (r cos y) cos 1/ = 0, 

^^^^ rc cos A + y cos yi' -\- z cos 1/ = . 

Diese Form ist in der obigen (1) enthalten und geht aus derselben 
hervor ; Wenn man darin jp = setzt, somit läfst sich die Gleichung 
einer jeden Ebene auf obige Form (1.) bringen. 

Aber auch jeder linearen Gleichung zwischen rr, y und e kann 
man die obige Gestalt geben, so dafs jede solche Gleichung 
auch umgekehrt eine Ebene darstellt. Denn ist 

Ax + By + Cz + B=^0 (2.) 

die gegebene Gleichung, so lassen sich stets fünf Grofsen A, fi, i/, 
p und Q bestimmen, welche die Bedingungen erfüllen : 

cos A^ -f cos ft^ + cos v^ = 1 , 

QÄ='COqX, (>^==COSf*, pC=cosi/, qD = p . 

Aus diesen fünf Gleichungen erhält man für die fünf Unbekannten 
X^ ^, V, Q und p die Ausdrücke: 

9 = ± 



1 



cos A = + 
cos ft = + 
cos v = + 

p = 



A 

Va^ + 5« + Ö~' 
B 



^\, 



Va* + b^ + ü^ 
ü 

Va^ + 5* + ö« 

±yA* + B* + C* 



(3.) 
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Die vorgelegte GleichuDg geht daun über in 

X COB A + y cos /* + isr cos v =p (1.) 

und stellt somit , sobald man der Quadratwurzel ]/Ä^ + JB^ + C^ 
jenes Zeichen beilegt, welches p positiv macht; die Gleichung einer 
Ebene dar, welche mit den Coordinatenebenen die Winkel X, fi, v 
einschliefst (§ 3) und vom Ursprung der Coordinaten um die Länge 
p absteht. 

Man nennt die specielle Form (1.) die Normal form der Gleichung 
einer Ebene. 

Aus dem Vorhergehenden ist auch ersichtlich; dafs die allge- 
meine Form (2.) der Gleichung einer Ebene durch den Factor 

wo von den beiden Zeichen jenes zu nehmen ist, welches ,;-^ — ^=r 
positiv macht; in die Normalform übergeführt werden kann. 

§8. 
Disoussion der Gleichung der Ebene. 

Da eine Ebene durch ihre Gleichung vollständig bestimmt ist; 
so müssen sich aus derselben auch ihre Durchschnittslinien mit den 
Coordinatenebenen und ihre Durchschnittspuncte mit den Axen be- 
stimmen lassen. Soll nun ein Punct gleichzeitig in einer Ebene^ 

deren Gleichung 

Ax + By + Cz + D^O 

sei; und einer Goordinatenebene liegen; so müssen seine Coordinaten 
erstens der Gleichung der Ebene genügen und zweitens mufs jene 
Coordinate gleich Null sein, die in dieser Goordinatenebene nicht 
vorkommt; da nach § 1 hierin die Bedingung besteht; dafs der 
Punct auch der Goordinatenebene angehöre. Es liegen somit die 
Puncte, deren Coordinaten dem Gleichungssystem genügen: 

x = 
JBy+Cjs + D^O 

in der Durchschnittslinie der Ebene mit der (F^* Ebene ; die Puncte 

y = o 

Ax+Cß + D^O 

in der Durchschnittslinie derselben mit der (X^-Ebeneund die Puncte 

= 
Ax + By + D = 
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in der Durchschnittslinie der Ebene mit der (XY)- Ebene. Die zweite 
Gleichung jedes dieser Systeme stellt dann die betreffende Durch- 
schnittslinie dar, bezogen auf das ebene Coordinatensjstem, das mit 
ihr in derselben Goordinatenebene liegt. 

Die Durchschnittspuncte der Ebene mit den Axen konnte man 
nunmehr in der aus der analytischen Geometrie der Ebene bekannten 
Weise aus diesen Gleichungen der Durchschnittslinien auffinden ; man 
erhält sie aber auch direct^ — eigentlich, indem man die beiden 
Schritte auf einmal thut — aus der Gleichung der Ebene vermöge 
der charakteristischen Eigenschaft der in einer Axe liegenden Puncte. 

Für die Puncte einer Axe sind nämlich die Coordinaten nach 
den beiden anderen Axeu Null. Da wir somit stets zwei Coordinaten 
des Durchschnittspunctes der Ebene mit einer Axe kennen ^ so liefert 
uns ihre Gleichung die gesuchte dritte, wenn wir darin die Werte 
der beiden bekannten substituieren. So erhält man für den Durch- 
schnittspunct mit der 

X ' Axe : x = - 



D 

A 



F-Axe : j/ = — ^ 

Z' Axe : = — ->, • 

Diese Coordinaten sind die Abschnitte, welche die Ebene auf den 
drei Axen bildet und sie gestatten , der Gleichung der Ebene eine 
neue Form zu geben. Bezeichnet man nämlich mit a^ h^ c die Ab- 
schnitte, welche die Ebene bezüglich auf der X-, Y- und Z-Axe 
bildet, so erhält man durch Einführung dieser Werte aus der Glei- 
chung der Ebene: 

g j y I t — 1 ^ 

die Form 

* + i + i.„i. 

a ^ b ^ c 

Man kann von dieser wieder zur Normalform gelangen, indem man 
darin a, h, c durch den Abstand p der Ebene vom Coordinaten-An- 
fangspuncte und durch die Winkel A, /it, i/, welche derselbe bezüglich 
mit der X-, Y- und Z-Axe bildet, ausdrückt. Es ist nämlich, auch 
dem Zeichen nach : p = a cos A = 6 cos (i => c cos v. 

2) Es sollen nunmehr nach x, y und z lineare Gleichungen be- 
trachtet werden, in denen Glieder fehlen. 

Ist zunächst das letzte Glied D ^=0, so wird der Gleichung der 
Ebene durch das Wertsystem a? = 0, y = 0, 0=^0 genügt und es 
ist somit der Ursprung ein Punct der Ebene. Umgekehrt: geht eine 
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Ebene durch den Goordinaten-Anfangspunct, so mufs D =» sein, 
da ihre Gleichung für a; = 0, ^«=0, jef«»0 erfüllt sein mufs, 

Ist in der Gleichung der Goefficient irgend einer Goordinate 
Null, so stellt jeder Wert dieser Goordinate mit irgend welchem 
die Gleichung befriedigenden Wertepaare der beiden anderen Goor- 
dinaten einen Punct der Ebene dar. Diese Wertepaare selbst ge- 
hören aber, nach dem Vorhergehenden, den Durchschnittspuncten der 
Ebene mit der Ebene dieser Goordinaten an. Zieht man also in 
irgend einem Puncte dieser Durchschnittslinie der beiden Ebenen 
eine Parallele zur dritten Axe, so ist jeder Punkt dieser Parallelen 
ein Punct der Ebene, somit liegt dieselbe ganz in der Ebene. Es 
ist daher die Ebene dieser Axe parallel. 

Dasselbe ergiebt sich auch, wenn man die Durchschnittslinie der 
Ebene mit einer der beiden Goordinatenebenen sucht, deren Goor- 
dinaten in der Gleichung der Ebene vorkommen. Man findet, dafs 
dieselbe der Axe, in welcher sich diese beiden Goordinatenebenen 
schneiden, parallel ist. Das Gleiche kann man auch aus dem Un- 
endlichwerden eines der drei Abschnitte a, b, c schliefsen. Ist 
z. B. -4 = 0, also T> I i^ I Ti A 

die Gleichung der Ebene, so stellt dieselbe in der (FZ) -Ebene, be- 
zogen auf das Goordinatensystem OYZ, die Durchschnittslinie dieser 
beiden Ebenen dar. Ist nun yz ein Punct dieser Geraden, so gehört 
dieses Wertepaar in Verbindung mit jedem beliebigen x einem Puncte 
der Ebene an, da diese drei Goordinatenwerte der Gleichung der 
Ebjene genügen. Man erhält aber den betreffenden Punct der Ebene, 
indem man durch den Punct yg der Geraden eine Parallele zur dritten 
Axe zieht und darauf von ihm aus das zugehörige x aufträgt. Da 
nun jedes x einen Punct der Ebene darstellt, so liegt also die ganze 
Parallele in dieser Ebene.. 

Sucht man den Durchschnitt der Ebene z. B. mit der (X F)-Ebene, 
so erhält man als Gleichung dieser Geraden, bezogen auf das Goor- 
dinatensystem 0X1^: jy 

y — ä' 

somit ist diese Durchschnittslinie der X-Axe parallel. Dasselbe folgt 
auch aus a = oo, da hiernach die Ebene die X-Axe im unendlich 
fernen Puncte schneidet. 

Ist D und der Goefficient einer Goordinate in der Gleichung 
Null, so muis die Ebene durch den Goordinaten- Anfangspunct gehen 
und der dieser Goordinate zugehörigen Axe parallel sein; die Ebene 
geht somit durch diese Axe. So enthält z. B. die Ebene By -f- Cjei = 
die X-Axe. 



< 
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Sind die Coeffieientea irgend zweier Coordinaten Null, so ist 
die Ebene jeder Axe, die diesen Coordinaten zogehört nnd somit der 
Ebene derselben parallel. So ist z. B. die Ebene 

^a? + D = 
der (yZ)- Ebene und zwar im Abstände a: = — "Z '^ * parallel. 

Sind endlich die Coefficienten aller drei Coordinaten Null, hat 
also die Gleichung der Ebene die Form 

0-a; + 0.y + 0.j? + D = 0, 

so schneidet sie jede Axe in ihrem unendlich fernen Puncte. 

I^fst man diese Gleichung, welcher nicht durch lauter endliche 
Werte der x, y, z genügt werden kann, als Gleichung einer Ebene 
gelten, so erscheint dieselbe als der geometrische Ort der unendlich 
fernen Puncte aller Geraden des Baumes. Man kann sich dies fol- 
gendermafsen klar machen. 

Da alle Pancte dieser Ebene unendlich fem sind, so folgt aus 
der in der analytischen Geometrie der Ebene gemachten Annahme, 
dafs jede Gerade nur einen einzigen unendlich fernen Panct besitzt, 
dafs jede Gleichung von der obigen Form — mag das D welche 
Werte immer annehmen — eine und dieselbe Ebene darstellt, näm- 
lich jene, welche durch die unendlich fernen Pancte der drei Axen 
bestimmt wird. In weiterer Consequenz mufs man auch umge- 
kehrt diese Ebene als den Träger aller unendlich fernen Puncte 
des Baumes betrachten. Denn da mindestens eine Coordinate eines 
solchen Punctes unendlich grofs ist, so tritt durch die Substitution 
dieser Coordinatenwerte in die obige Form der unbestimmte Ausdruck 
• cx) auf, dem man also stets einen Wert beilegen kann , durch 
welchen der Gleichung genügt wird. Somit liegt der unendlich ferne 
Punct jeder Geraden in dieser Ebene. Dies ergiebt sich auch noch in 
der folgenden Weise. Da alle parallelen Geraden sich in ihrem unend- 
lich fernen Puncte schneiden, so genügt es, die Behauptung für Ge- 
rade, die durch den Coordinaten- Anfangspunct gehen, zu erweisen. 
Sind nun a, /3, y die Winkel, welche eine Gerade bezüglich mit der 
X-, F- und Z-Axe bildet, ferner a;, t/, z die Coordinaten eines ihrer 
Puncte und q dessen Abstand vom Coordinaten-Anfangspuncte , so 
bestehen die Belationen (§ 3, 1) 

X =^ Q cos Uy y = Q cos ß, =^ Q cos y . 

Will man nun das q für den Durchschnittspunct der Geraden mit 
einer Ebene finden, so hat man offenbar nur diese Ausdrücke in die 
Gleichung der Ebene zu substituieren und daraus den Wert des q 
zu berechnen. Für den Durchschnittspunct der in Bede stehenden 
Ebene ergiebt sich auf diese Weise 
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(0 • cos a + • cos /J + • cos y) -f- -D = 

^^«^ . p + D = 0, 

woraus (» =» (X> folgt. 

Diese Bemerkungen beantworten eine weitere wichtige Frage in 
Betreff der unendlich fernen Ebene. Die Gleichung einer gegebenen 
£bene ist offenbar abhängig von dem zu Grunde gelegten Coordinaten- 
Systeme, und die Gleichung Ax -{- By -f- C^ + 2) = wird für zwei 
verschiedene Goordinatensysteme auch' zwei verschiedene Ebenen im 
Allgemeinen darstellen. Ist nun ^ = J5 — (7 = 0, d. h. die Ebene 
die unendlich ferne ^ so fallen beide Ebenen zusammen; denn nach 
dem Vorhergehenden liegen die unendlich fernen Puncte aller Ge- 
raden und somit auch dfe der Axeu beider Systeme in einer und 
derselben Ebene, und diese ist bezüglich jedes der Goordinatensysteme 
die unendlich ferne Ebene. 

Es ist somit die unendlich ferne Ebene unabhängig 
von der Wahl des Coordinatensystems. 

§9. 
Fortsetzung. 

1) Da die Gleichung der Ebene drei von einander unabhängige 
Gonstanten, die Verhältnisse dreier der Gröfsen A, B, C, D zu 
derselben vierten, enthält, so wird dieselbe durch jede Annahme fest- 
gelegt, welche zur Bestimmung dieser Gonstanten drei von einander 
unabhängige Gleichungen liefert. Also z. B. durch drei Puncte, die 
nicht in derselben Geraden liegen. 



Es seien x 



\} Vi) ^n ^2) y2 



>f 



(1.) 



^21 ^3) ^31 h ^^^ Goordinaten der 
drei gegebenen und x^ y, z bezeichnen die Goordinaten eines vierteil 
Punctes der gesuchten Ebene. Dann* müssen die vier Gleichungen 
zusammen bestehen: 

ux -\- vy -{- W0 +1 = 

ux^ + vy, + W0i -f- 1 = 
UX2 + ^Vi + ^^2 +1=0 
«*^3 + vy^ + w^3 + 1 = 
wenn mit u, v, w die unbekannten Verhältnisse 

stauten der gesuchten Ebene bezeichnet werden, 
ungen können aber nach bekannten Sätzen nur dann zusammen be- 
stehen, wenn ihre Determinante verschwindet, wenn also 

X, y, 0, 1 

^\f y\} ^\7 1 



A B 



^ , ^ der Gon- 
Diese vier Gleich- 



^2; y2> ^27 ^ 
^3; y^f ^3; ^ 



0. 



(a.) 
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Diese Relation giebt aber den Zusammenhang an, in dem die Coor- 
dinaten x^ y^ z irgend eines Punetes der Ebene stehen ; ist also 
die Gleichung der gesuchten Ebene. 

Entwickelt man diese Determiuaute nach den Elementen ihrer 
ersten Zeile, so erhält man die Gleichung der Ebene in der allge- 
meinen Form: 



y\, «u 1 




Vi, «2, 1 


y 


Vi, H> 1 





^v » 



\1 



1 



X 



uud es ist somit 

J/2> ^2> 1 



X2J ^2> 1 
^3> ^3> ^ 



+ « 



^i> Vxj 1 




•^•2> '^2» 1 




•^3? y»» ^ 





w = — 



w = — 



!^\>yi,»\ 






a;,,^,, 1 




*2> ^2» ^2 


; »-= 


^2 ? ^2 1 ^ 


• 

• 


^3 > ^3 > ^3 




^3> ^3> * 




«1» y^, 1 




^i> J/n^i 




*2> ^2» * 


• 
• 


^2» 2/2 > ^2 




«3» »3. 1 




^3; 3/3 > ^3 





— ^2> .V27 ^2 

^3; y3> ^3 



^2» ^2» ^2 
^3 ? ^3 5 ^3 



= 



(3.) 



welche Werte man auch unmittelbar aus den drei letzten Gleichungen 
des Systems hätte berechnen können. Diese Formeln lehren^ dafs 
u, Vy w unendlich werden, wenn die Determinante 

^1; y\ 



2) = 



; ^1 



^2» y2 9 ^2 



^3> y%7 ^3 

allein verschwindet, d. h. die Ebene geht dann durch den Coor- 
dinaten-Anfangspunct. Dies findet nicht mehr statt, wenn aufser D 
noch der Zähler eines der Ausdrücke Uy Vy w in (3.) verschwindet, 
welchen Fall wir nun näher erörtern wollen. 

Bezeichnen wir mit X, Y, Z die Zähler bezüglich von — w, v, — u?, 
setzen wir also 



X 



»2 - y\, H - 


«1 


, r- 


fl/o ' 


— a;,, «j — «, 


• 


ya yt> «3 «1 


r 


«3- 


^0 ^3 — ^1 


9 


z» 


*2 ^1> ^2 ^1 


7 




«3 


^1> ^3 


y\ 







so ist 

D « a?,X ^ y, r+ ^,Z = a?^^ - y^Y -^ 02Z = x,X-y,Y+ z^Z, 

Verschwindet nun aufser D noch eine der Gröfsen X, F, Z, etwa X, 
so bestehen zwischen Y und Z die drei Gleichungen 

y^Y = z^Z\ y^Y^z^Z-, y^Y = z^Z] 

diese können aber nur zusammen bestehen, wenn entweder Y^^^Z^^O 
oder 
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Zf Z^ j?3 

ist. Im letzteren Falle verschwinden aber sowohl X als D identisch. 

Wir sehen somit: Verschwindet aufser D noch eine der Deter- 
minanten X, y, Z, so verschwinden entweder diese beiden identisch 
oder die vier Determinanten D, X, F, Z verschwinden gleichzeitig. 

Zu demselben Resultate gelangen wir, wenn wir annehmen, dafs 
irgend zwei der Determinanten X, Y, Z verschwinden. Denn ver- 
schwinden sie nicht identisch, so zeigt der Wert des Verhältnisses 
ihrer beiden gemeinsamen Elementenpaare, dafs auch die dritte Deter- 
minante und somit auch D verschwindet; verschwinden sie aber 
dadurch identisch, dafs ihre beiden gemeinsamen Elementenpaare 
verschwinden, so wird keine der anderen beiden Determinanten Null. 
Und umgekehrt: Verschwinden zwei der drei Determinanten X, Y, Z 
identisch, ohne dafs Z) und die vierte Determinante verschwindet, so 
müfsen, wie der Ausdruck für D zeigt, ihre beiden gemeinsamen 
Elementenpaare verschwinden. 

Wir können diese Ergebnisse in den Satz zusammenfassen: 

Verschwinden von den vier Determinanten D, X, F, Z zwei, 
so verschwinden sie entweder allein identisch, oder es verschwinden 
gleichzeitig alle vier. 

Die geometrische Interpretation dieser beiden Fälle bietet keine 
Schwierigkeit. 

Sind, um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, die beiden 
verschwindenden Determinanten D und X und verschwinden sie 
erstens allein identisch, so ist die Gleichung der gesuchten Ebene: 

Yy- Z0 = O 

und dieselbe enthält somit die X-Axe (§ 8). 

Verschwinden sie aber nicht identisch, so liegen die drei Puncto 
^u tfty ^n ^2 7 Viy ^2 ^^^ ^31 ^3* ^3 offenbar in den beiden Ebenen 



^3, ^3> 1 



= 0, 



^, y, ^ 

*^2y y^} . ^2 
^3> Vzy ^3 



0. 



Denn für a? = X|, y «= y^^ z ^^ z^ gehen diese beiden Determinanten 
bezüglich in X und D über, welche gemäfs der Voraussetzung ver- 
schwinden, und durch o; «= a^j, y = y2> z =^ Z2 oder x = x^, y ==^ y^t 
z => z^ wird ebenfalls den beiden Gleichungen genügt, da in jeder 
der beiden Determinanten hierdurch zwei Zeilen einander gleich 
werden. Somit liegen in diesem Falle die drei Puncto x^^ y^, z^\ 

^2) y2f ^21 ^37 yz> H ^^ einer Geraden. 

Wir erhalten somit: Verschwinden von den Determinan- 
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ten D, X, Y, Z zwei, so geht entweder die Ebene der drei 
Puncte a?!, j/j, z^\ X2, 2/2» ^2? ^3^ ^3» ^3 d*irch eine Axe, wenn 
nämlich allein diese beiden Determinanten identisch ver- 
schwinden — oder die drei Puncte liegen in einer Geraden. 

§ 10. 

Fortsetzung. 

. unterliegt die Ebene blos der Bedingung durch zwei Puucte irj, 
y\} ^\i ^2? 1/2 j ^2 2^ gehen; so lassen sich die drei Gröfsen Uj v, w 
nicht mehr bestimmen , sondern es können nur zwei derselben durch 
die dritte, die willkürlich bleibt, ausgedrückt werden. Nimmt man 

die Gleichung 

ux -{- vy -^ W0 -\- 1 = 0, 

wo u, V, w noch zu bestimmende Gröfsen sind, altf Gleichung der 
gesuchten Ebene an, so müssen die u, v, w auch die beiden Gleichungen 

ux^ + ^yi + ^^i + 1=0 
ux^ + vy2 + w02+\=O 

befriedigen. In der Gleichung der gesuchten Ebene lassen wir von 
den drei Gröfsen te, v, w etwa das w willkürlich und betrachten also 
die u und v als die zu berechnenden Unbekannten. Nun können 
die drei Gleichungen nur dann zusammen bestehen, wenn ihre Deter- 
minante verschwindet; also ist die Gleichung einer Ebene, welche 
durch die beiden gegebenen Puncte hindurchgeht: 



0, 



wo das w entsprechend der Unbestimmtheit der Aufgabe eine will- 
kürliche Gröfse ist und jeder Wert des w somit die Gleichung 
einer Ebene liefert, welche die gestellten Bedingungen erfüllt. 

Diese Determinante läfst sich aber bekanntermafsen in eine Summe 
zerlegen, und somit^ läfst sich die Gleichung jeder Ebene, welche 
durch die beiden Puncte hindurchgeht, in der Form darstellen: 



= 0. 



Aber auch umgekehrt, jede Ebene, deren Gleichung auf diese Form 
gebracht werden kann, mufs durch die beiden Puncte x^y y^, is^] 
^2; y2y ^2 hindurchgehen. Denn die Substitution der Goordinaten 
irgend eines der beiden Puncte an Stelle des x, y, befriedigt die 
Gleichung, da hierdurch jede der beiden Determinanten für sich 



Xy 


y, 


W!S + \ 


X^ , 


2/1; 


WZ^ + 1 


^2> 


y2y 


WZ^ + 1 



^» 


y, 


1 




X, 


y, 


e 


x^, 


yn 


1 


+ w 


Xi , 


Vm 


«1 


x^, 


y2> 


1 




*2» 


^2. 


«I 
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verschwindet. Läfst man daher in dieser Gleichung w alle Werte 
von — oo bis -^ oo durchlaufen^ so erhält mau die Gesammtheit aller 
Ebenen^ deren jede durch die Verbindungslinie der beiden gegebenen 
Puncte hindurchgeht. Für u? = liefert die Gleichung die Ebene 



X 



X 

Xi) 



I ; 



1 
1 
l 



= 0, 



welche also nach (§ 8, 2) durch die Verbindungslinie der beiden 
Puncte senkrecht auf die (XF)- Ebene gelegt wird; für w = oo die 
Ebene 



X 

X 



\} 



X. 



it 



y\> 



^1 



= 0, 



welche durch den Goordinaten-Anfangspunct und die beiden Puncte 
hindurchgeht. Addiert mah also die linken Seiten der Gleichungen 
dieser beiden Ebenen , jede mit einem constanten Factor multipliciert, 
zu einander^ so stellt dieser Ausdruck^ gleich Null gesetzt^ eine Ebene 
dar, welche durch die Verbindungslinie der beiden Puncte hin- 
durchgeht. 

Es ist aber leicht einzusehen, dafs nicht nur die linken Seiten 
dieser beiden speciellen Ebenen in dieser Verbindung den linken Teil 
der Gleichung einer Ebene darstellen, welche durch die Verbindungs- 
linie der beiden Puncte hindurchgeht, sondern auch die linken Seiten 
irgend zweier Ebenen, welche in dieser Geraden sich schneiden. Denn 
bezeichnet E^ den Ausdruck, der gleich Null gesetzt, eine Ebene 
darstellt — die linke Seite der Gleichung dieser Ebene — , E^ die 
linke Seite der Gleichung einer zweiten Ebene und sind A, und X^ 
irgend zwei constante reelle Factoren, so stellt 

wieder eine Ebene dar, da diese Gleichung nach den Goordinaten 
linear ist, und dieselbe geht durch die Schnittlinie der beiden Ebenen 
jE7| und E^ hindurch. 

Zum Beweise dieser Behauptung ist nur zu zeigen, dafs für 
irgend einen Punct der Schnittlinie von J?, und E^ der Ausdruck 
Aj^i + ^2-^2 verschwindet. Dies trifft aber zu, indem für die Goor- 
dinaten eines solchen Punctes sowohl E^ als auch E^ verschwindet, 
da der Punct in jeder der beiden Ebenen Ey=0 und JSj = liegt. 

Wir haben so den für die folgenden Untersuchungen wichtigen 
Satz erhalten: 

Wenn J5j =0 und E.^^=:0 i\Q Gleichungen zweier Ebenen 
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und Aj, ^2 coiistante Gröfsen sind, so geht die Ebene, 
deren Gleichung • 

AjJ?] -|- A2J?2 ^^^ ^ 

ist; durch die Schnittlinie der beiden Ebenen hindurch. 

Dieser Satz läfst sieh auch umkehren: 

SindjBj = 0undjB2 = 0dieGleichungenzweierEbenen, 
so lassen sich für jede Ebene, welche durch ihre Schnitt- 
linie hindurchgeht, zwei Constante auffinden, derart, 
dafs ihre Gleichung in der Form 

dargestellt werden kann. 

Behufs des Beweises haben wir blos tu zeigen, dafs sich in dem 
Ausdruck Aj£, -j- k^E.^ die GrÖfsen A, und A2 derart bestimmen lassen, 
dafs die Ebene A, J?j -}" ^2^2 =° ^ ™^* ^^^ gegebenen E = zusammen- 
fällt. Da die Ebene A, jB, -|- ^2^2 =• ^^ ebenso wie E = 0, durch die 
Schnittlinie von JE, = und jBj = hindurchgeht, so fallen beide 
Ebenen zusammen, wenn wir A^ und A2 so wählen, dafs die Ebene 
Aj JE, -|- AjJEj = noch durch einen weiteren, willkürlich anzuneh- 
menden Punct der Ebene E = hindurchgeht. Bezeichnet man 
mit (JE,) und (JE2) das Resultat der Substitution der Coordinaten des 
angenommenen Punctes bezüglich in E^ und JE2, so ist der gesuchte 
Wert von A^ und A2 gegeben durch 

^, (E^) + l, {E,) = 
oder 

it W 

Es läfst sich somit E in der Form darstellen 

(E,) E, - (E^) E, ^ . 

Den beiden Sätzen kann man auch die folgende Fassung geben: 

Wenn zwischen den Gleichungen dreier Ebenen JE, = 0, 
JE^ = 0, JE3 = vermöge dreier constanten Factoren A,, Aj, A3 
die Identität obwaltet: 

Aj-B, -f A2^2 + ^3-^3 ^ 0, 

so schneiden sich die drei Ebenen in einer Geraden. 

Und umgekehrt: Schneiden sich drei Ebenen JEj «=» 0, 
JEj = 0, E^ = in einer Geraden, so lassen sich stets drei 
Constanten A,, A2, A3 derart bestimmen, dafs die Iden* 
tität besteht: 

A] JE, -|- A2J&2 ~l" ^3-^3 ^=- ^* 

Denn hiermit wird nur behauptet, dafs in diesen beiden Fällen E^ 
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X X 

sich in der Form: *- E^ — -* ^2> ^^^^ *^^so die Gleichung der Ebene 

E^=^0 sich in der Form A, JBj + ^2^2 = ^ darstellen lasse. Was im 
Vorhergehenden bewiesen wurde. 

§ 11. 
Fortsetznng. 

Soll eine Ebene durch nur einen gegebenen Punct x^ y^, ^er, 
gehen y so sind die u, t?, ti; an die Bedingung geknüpft 

ua:, + ^Vi + ^^\ + 1 = 0, 

und vermöge dieser Gleichung läfst sich aus der angenommenen 
Gleichung der gesuchten Ebene 

wa; + vy + w^jßf + 1 = 

eine der Groisen u, v, w eliminieren, während die beiden anderen 
willkürlich bleiben. Eliminiert man etwa u, so erhält man aus 
der Bedingung des Zusammenbestehens der beiden Gleichungen als 
Gleichung der Ebene 

a;, vy '\- wa -\- l 

x^ t;y, + «7^,4-1 

welche Determinante sich in die Summe dreier zerlegen läfst. Die 
Gleichung der Ebene nimmt hierdurch die Form an 



=0, 



V 



X, 


y 


+ w 


X, 


e 


+ 


X, 


1 
1 


*1> 


Vi 




Xf , 


«1 




Xi, 



0. 



Offenbar geht auch umgekehrt jede Ebene, deren Gleichung auf 
diese Form gebracht werden kann, durch den gegebenen Punct; da 
die Substitution der Goordinaten des Punctes an Stelle der x^ y, is 
jede Determinante zu Null macht. Läfst man daher v und w alle 
Werte von — 00 bis + 00 durchlaufen, so erhält man die Gesammt- 
heit aller Ebenen , deren jede durch den Punct x, y, z hindurchgeht. 
Hieraus folgt, dafs die Coefficienten von t;, w und das dritte Glied 
der Gleichung Null gesetzt, Ebenen darstellen, deren jede durch den 
gegebenen Punct hindurchgeht, da diese Gleichungen aus der obigen 
für bestimmte Werte von v und w sich ergeben. Diese Ebenen 
haben ganz specielle Lagen gegen das Coordiuatensystem; es ist aber 
leicht einzusehen, dafs dieselbe Verbindung der linken Seiten der 
Gleichung irgend dreier Ebenen, welche durch den gegebenen Punct 
hindurchgehen, ohne sich in einer Geraden zu schneiden, gleich Null 
gesetzt, eine vierte derartige Ebene darstellt, wie es der nachfolgende 
Satz ausspricht. 

SindjBj = 0, i?2 = 0, ^^3 = die Gleichungen dreier 
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Ebenen, die sich in einem Puncte schneiden, so geht jede 
vierte Ebene, deren Gleichung 

aus ihren linken Teilen vermittelst der Constanten A|, 
Aj, A3 zusammengesetzt wird, ebenfalls durch den Punct. 

Denn die linke Seite der Gleichung: Aj JBj + AjjB^ + A3J53 ver- 
schwindet für die Coordinaten des Durchschnittspunctes der drei 
Ebenen E^ =0, -Bj = 0, E^ = 0, da für diese sowohl E^ als E^ 
als JE?3 verschwinden; somit gehört der Durchschnittspunct auch der 
Ebene A^Ej + AjJSj + AgjBg == an. 

Dieser Satz läfst sich auch umkehren: 
' Geht eine Ebene durch den Durchschnittspunct der 
drei Ebenen E^ =0, JEg = ^> ^3 = ^> ^^ lassen sich stets drei 
constante Gröfsen k^y Jc2f Jc^ von der Art bestimmen, dafs 
ihre Gleichung die Form: 

1c,E, + 1c,E^+Jc,E, = 
annimmt. 

Denn die Gleichung Jc^E^ +^2^52 + ^^3^3 = 0, in der die k^ , ij» 
A3 erst zu bestimmende Gröfsen seien, stellt nach dem Vorher- 
gehenden eine Ebene dar, welche durch den Durchschnittspunct der 
drei Ebenen ^^ == 0, JE2 = 0, E^ = hindurchgeht. Nun kann man 
den Constanten Ä, , Äj, /% derartige Werte zuerteilen, dafs diese 
Ebene gleichzeitig durch irgend zwei angenommene Puncte der ge- 
gebenen Ebene hindurchgeht. Mau hat zu diesem Zwecke offenbar 
die k^f h^y k^ nur der Bedingung zu unterwerfen, dafs der Gleichung 
der Ebene durch die Coordinaten jedes der beiden gegebenen Puncte 
genügt wird. Bezeichnet man also das Resultat der Substitution der 
Coordinaten des einen Punctes in E^ , E^y E^ bezüglich mit (J5?,), (i?2)> 
(E^), das jenes des anderen mit [J3J, [JEj], [JS3], so müfsen die Äj, 
^2, A3 die Gleichungen befriedigen 

(j;,)A. + (^2)^2 + (^3)^3 = 

[E,]k^ + [E,]]c, + [E,]h, = . 
Diese geben in Verbindung mit 

kiE,+k^E^ + k,E, = 

als Gleichung der gesuchten Ebene 

(E,), iE,), (E,) =0, 

also eine Gleichung von der bezeichneten Form, wie die Entwicke- 
lung dieser Determinante nach den Elementen der ersten Zeilen lehrt. 
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Wir können diese beiden Sätze auch in der folgenden Fassung 
aussprechen, die manchmal eine unmittelbare Anwendung gestattet: 

Wenn zwischen den linken Teilen der Gleichungen 
jBj = 0, E2 = 0, E.^ = 0, E^ = von vier Ebenen vermittelst 
der Constanten h^, h^y Jc^, Jc^ die Identität stattfindet 

k,E, + k^E^ + k,E, + k,E, = 0, 

so schneiden sich diese vier Ebenen in einem Puncte. 

und umgekehrt: 

Wenn E^ ='0, i^j = 0, jB3= 0, ^^4 = die Gleichungen von 
vier Ebenen sind, welche sich in einem Puncte schneiden, 
so lassen sich stets vier Constante Ä^, äJj» ^3; ^4 der Art be- 
stimmen, dafs die Identität obwaltet 

k,E, + k,E, + k,E, + k,E, = . 

Denn diese Sätze behaupten nur, dafs in den angegebenen Fällen 
die linke Seite der Gleichung der Ebene E^ = von der Form 

-^E. ^^E. — ^E,, also ihre Gleichung 

«4 A4 «4 ^ 

ist. 

§ 12. 

Aufgaben über die Ebene. 

1) Bedingung, dafs zwei Ebenen parallel sind. 

Aus der Normalform der Ebene kann man unmittelbar die Form 
der Gleichung der zu einer gegebenen parallelen Ebene ableiten. 
Denn die Coefficienten der x^ y, z in der Normalform der Ebene 
bedeuten die Cosinusse der Winkel, welche die Ebene mit den Coor- 
dinatenebenen bildet, und müssen daher in den Gleichungen der 
beiden Ebenen einander gleich sein. Nun geht aber die allgemeine 
Gleichung der Ebene 

Äx + By + C0 + D==0 

in die Normalform durch Multiplication mit der allgemeinen Wurzel- 
grofse über: soll daher diese Ebene mit der Ebene 

A'x + B'y + Cß + B'^O 

parallel sein, so mufs 

A ABB' 



yw+w+iö^ yA'^ + B'^ + c^ ' VÄF+w+c'^ Va^+b'^+c'^ 

c ^ _ er 
yji + £8 + c« Vä^ + B'^ + c^2 ' 

woraus folgt 

Escherioh, Einleitung i. d. anal. Geom. d. Kaum. 3 
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Ä~ B'~ C~ r A^ + J?'2 + C« ' ^ '^ 

Da nun die letzte Gleichheit eine Consequenz der beiden vorher- 
gehenden Gleichungen ist, so kann man die Bedingung für die 
Parallelität der beiden Ebenen durch folgenden Satz ausdrücken: 

Zwei Ebenen sind parallel, wenn ihre Gleichungen 
sich dergestalt transformieren lassen, dafs sie sich blos 
in ihrem letzten, freien Gliede unterscheiden. Und um- 
gekehrt/ 

Dasselbe Resultat erhält man durch Benutzung der Gleichung 
der unendlich fernen Ebene. Denn da parallele Ebenen sich in der 
unendlich fernen Ebene schneiden, so muis nach dem Vorhergehen- 
den (§ 10) die linke Seite der einen mittelst constanter Factoren aus 
der linken Seite der andern und der unendlich fernen Ebene sich 
zusammensetzen lassen. Ist etwa 

i: = Äx + By + C0 + D = 

die Gleichung der einen Ebene, so hat, da 

die Gleichung der unendlich fernen Ebene ist, die Gleichung einer 
zu ihr parallelen Ebene die Form 

wo A eine willkürliche constante Gröfse bedeutet. A • d und daher 

auch D -^ 2, ' d ist hierin eine willkürliche Grofse; bezeichnet man 

dieselbe kurz mit L , so ergiebt sich als die Form der Gleichung der 

parallelen Ebene 

Äx + By + C0 + L = O, 

in üebereinstimmung mit unserer früheren Behauptung. 

2) Gleichung einer Ebene, die durch einen gegebenen 
Punct geht und zu einer gegebenen Ebene parallel ist. 

Es seien x^, y^, z^ die Coordinaten des gegebenen Punctes und 

Äx + By + Cis + D = 
die Gleichung der gegebenen Ebene. 

Die parallele Ebene hat dann nach dem Voranstehenden die Form 

Ax + By + Cz + L = 0, 

wo die unbestimmte Gröfse L der Bedingung gemäfs bestimmt werden 
mufs , dafs die Ebene durch den Punkt x^, y^, z^ gehe. Diese Be- 
dingung liefert zur Berechnung des L die Gleichung 

Ax, + By, + Cz, + L = Q, 

somit ist A{x — x^) + B {y — y^) J^ C {z — z^) = (2.) 

die Gleichung der gesuchten Ebene. 
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3) Den Winkel zu berechnen, den zwei durch ihre 
Gleichungen gegebenen Ebenen mit einander einschliefsen. 

Wir fanden (§ 7, 3), dafs die Wiukel «, /J, y, welche die Nor- 
male vom Goordinaten-Anfangspuncte auf die Ebene 

Ax + By + C0 + D = O 

bezüglich mit der X-, Z- und Z-Axe bilden, durch die Formel ge- 
geben werden 

A 

cos cc = 



cos ß 



Vä^ + b^ + .c 

B 



JKI« + JB« + C« 

c 

cos y = , . , 



wo für die allgemeine Wurzelgröfse f/A'^ -{- IP -{- C^ jenes Vorzeichen 
zu nehmen ist, für welches ~" .-^ == positiv wird. 

Die analogen Winkel «', /?', y', welche die Normale auf eine 

zweite Ebene: 

A'x + -B'y + C'e + 2)'= 

mit den Axen bildet, sind wieder durch die Ausdrücke gegeben: 

A' 
cos a= -, - _ -_ — 

l/A'^ + -B'« + C« 

of B 

cos p == 

VA^ + 5'« + C'2 

C 
cos y = -, ■ , 

wo das Zeichen der Wurzel in der angegebenen Weise genommen 
wird. Somit ist der Winkel d', den diese beiden Normalen bilden, 
und also der gesuchte Neigungswinkel der beiden Ebenen, nach 
(§ 4, 3) durch den Ausdruck bestimmt: 

cos 1*^ = cos a cos a'+ cos ß cos j8'4- cos y cos y' 
^ AA+BB'+CC 

~ Va^ + j?« + c* . Va'^ + b'^+c'^' 

Hieraus folgt: Die beiden Ebenen stehen auf einander senk- 
recht, wenn zwischen ihren Gonstanten die Relation 

besteht: 

AA+BB'+CC = 0, (3.) 

da dann cos 0* «= sein mufs. 

Sollen die beiden Ebenen parallel sein, so mufs & ==0 sein, und 
somit 

3* 
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{AA'+ BB+ CCy = (^2 + j52 ^ (72) (^'2 ^ ^2 ^ q'^) 

oder 

(AB"- ABf + {AC— ^'0)2 + (BC;— BfCf = . 

Die Summe dieser drei positiven Grossen kann aber nur dann Null 
geben, wenn jede derselben Null ist, d. h. wenn 



A 
A 



B' 



C^ 
C 



was wieder die schon früher gefundene Bedingung für die Paralle- 
lität zweier Ebenen liefert. 

4) Gleichung einer Ebene, die durch zwei gegebene 
Puncte geht und auf einer gegebenen Ebene senkrecht steht. 

Es seien x^, j/i, 0^'^ x^, ^2» ^2 ^^^ Coordinaten der gegebenen 
Puncte und 

Ax + By + Gz + D = 



die Gleichung der gegebenen Ebene. 

Ax + B'y + G'z + D' 







die Gleichung der gesuchten Ebene, so erhält man aus den zu er- 
füllenden Bedingungen zur Bestimmung der drei unbekannten Gröfsen 
A, £', C die drei Gleichungen 

Ax^ + B'y, + C'e, + D = 

Ax^ + By^ + C'z^ + D = 

AA +HB + C'G = . 

Aus diesen vier Gleichungen, die nur dann zusammen bestehen können, 
wenn ihre Determinante verschwindet, ergiebt sich somit als Gleichung 
der gesuchten Ebene: 



X 
X 



i> 



^2> 



Vi, 






1» 



e 



2> 



1 
1 
1 





= 0. 



5) Abstand eines Ptinctes von einer Ebene. 

Diese Aufgabe werden wir mittelst des schon bekannten Aus- 
druckes für den Abstand einer Ebene vom Coordinaten- Anfangspuncte 
zu lösen suchen , indem wir den gegebenen Punct zum Anfangspuncte 
eines neuen dem ursprünglichen parallelen Systems wählen und die 
Gleichung der Ebene bezüglich dieses Systems aufstellen. 

Sind x^, y,y 0^ die Coordinaten des gegebenen Punctes, so hängen 
die Coordinaten x, y, des alten mit denen des neuen Systems |, 17, g 
durch die Formeln zusammen 
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:r = Xi + |, y = y^+ri, ^ = ^,4- f. 

Die Gleichung der gegebenen Ebene: 

Ax + By-\-C^ + D = 

trapsformirt sieb durch diese Ausdrücke in die Gleichung der Ebene 
bezüglich des neuen Systems: 

Hieraus erhalten wir den absoluten Wert des Abstandes ^ der Ebene 
vom Anfangspuncte des neuen Systems^ indem wir das in der Gleichung 
der Ebene Yon den laufenden Coordinaten %y r^y % negative freie Glied 

durch }/Ä^ + JB^ + ^^ dividieren und der Wurzel jenes Zeichen bei- 
legen, durch welches dieser Quotient positiv wird. Also stellt 

± Ki* + J52 + e« 

den absoluten Abstand des gegebenen Punctes von der gegebenen 
Ebene dar. 

Somit: Der absolute Wert des Abstandes eines Punctes 
von einer Ebene wird erhalten, indem man in dem nega- 
tiven linken Teile ihrer Gleichung die Coordinaten des 
Punctes an Stelle der laufenden substituiert und diesen 
Ausdruck mit jener Quadratwurzel aus der Summe der 
zweiten Potenzen der Coefficienten der Coordinaten in 
der Gleichung der Ebene dividiert, welche diesen Quo- 
tienten positiv macht. 

Der obige Ausdruck für ^ wird nur dann Null, wenn der Punct 
^i> y\7 ^1 ^ ^1® gegebene Ebene fällt. Legen wir daher der Wurzel- 
gröfse in J ein bestimmtes festes Zeichen bei, so kann J bei Än- 
derung des Xy y, nur dann sein Zeichen wechseln und ändert, es 
immer dann, wenn der Punct von der einen Seite der Ebene auf die 
andere übergeht. Es hat somit unter dieser Voraussetzung z/ für 
alle Puncte, die auf der einen Seite der Ebene liegen, einen positiven, 
für alle auf der anderen Seite derselben einen negativen Wert. Wählen 

wir das fixe Zeichen der Wurzel z. B. derart, dafs ~ 

positiv wird, also dieser Ausdruck dem positiven Werte des Ab- 
standes des Coordinaten- Anfangspunctes von der Ebene gleich ist, so 
liefert ^ für alle Puncte des Raumes, die mit dem Anfangspuncte 
auf derselben Seite der Ebene liegen, die positiven, für alle Puncte 
auf der anderen Seite derselben die negativen Werte ihrer Abstände 
von dieser Ebene. 

Ist die Gleichung der Ebene in der Normalform gegeben 
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E^x cos A + y cos ft + ^ ^^s v — p^ 
^ = + (ajj COS A + yj cos fi + ^1 cos 1/ — p) . 

Um den positiven Wert p des Abstandes der Ebene vom Coordinaten- 
Anfangspuncte zu erhalten , haben wir also dann von dem Zeichen + 
das untere zu vrählen; es stellt somit für jeden Punct des Raumes 
x^, 2/i;^i9 welcher mit dem Coordinaten-Anfangspuncte auf der- 
selben Seite der Ebene liegt, 

^ cBss — {x^ cos A + ^1 cos fi -f- z^ cos V — p) , 

und für jeden Punct x^, j/j, is^, welcher auf der dem Anfangspuncte 
entgegengesetzten Seite der Ebene liegt, 

z/ == + (iTi cos A + Vi cos ft + ;efj cos V — p) 

seinen positiven Abstand von der Ebene dar. 

Versehen wir nun auch die Abstände der Puncte von einer Ebene 
mit Vorzeichen und setzen wir fest, dafs der Abstand eines Punctes 
positiv oder negativ zu zählen sei, je nachdem derselbe mit dem Coor- 
diuaten-Anfangspuncte auf derselben oder entgegengesetzten Seite der 
Ebene liegt, so können wir die obigen Formeln in folgenden Satz zu- 
sammenfassen: 

Ist die Gleichung einer Ebene in der Normalform ge- 
geben, so liefert die Substitution der Coordinaten eines 
Punctes in ihre linke Seite den negativen senkrechten 
Abstand desselben von der Ebene. 

6) Die Gleichung der Ebene aufzustellen, deren jeder 
Punct die Eigenschaft hat, dafs seine Abstände von zwei 
gegebenen Ebenen in einem constanten Verhältnisse 
stehen. 

Bezeichnen x, y, die Coordinaten irgend eines Punctes der 
gesuchten Ebene und -Bj = und jE?2 =: die Gleichungen der Ebenen 
in der Normalform, so giebt die Substitution von x, y, in E^ den 
negativen Abstand — a^ des Punctes von der Ebene JE?i = und die 
Substitution in jK^ den negativen Abstand — aj desselben von der 

Ebene JE« = 0. Da nun das Verhältnis — für alle Puncte constant m 

«2 

sein soll, so hängen die Coordinaten jedes Punctes der gesuchten 
Ebene durch die Relation zusammen 

^ = ^^ 
also ist E^—mE^ = i) (1.) 

die Gleichung der gesuchten Ebene. 

Sind die Gleichungen der Ebene nicht in der Normalform ge- 
geben, sondern etwa 
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< 

so ist nach (5.) 

— Ei — JS?» 



wenn wir jeder der beiden Wurzelgröfsen j/A^'^ + B^^ + C^'^ und 
j/^2^ + -^2^ + ^2^ jenes Zeichen beilegen, für welches bezüglich 

- ^' und - ^' 



positiv wird, und somit 

?i _ ^ 7/-4,*+_Bt«+_CV _ ^ 
a^~ E^r i.i« + JB,«+ 0,« ~ '^^ • 

Bezeichnet man diese Wurzelgröfse kurz mit — , so ist 

Ey'-mQE^ = ^ {!'.) 

die Gleichung der gesuchten Ebene. 

Diese Ebene E^ geht, wie ihre Gleichung lehrt, durch die Schnitt- 
linie der Ebenen £j =*= und JSj = und teilt deren Neigungswinkel 
derart, dafs 

sin a I a| 



. ^ = + ^ = + m (2.) 

Bin j? -^ Ojj — ^ ' 

ist, wo a und ß die Winkel bezeichnen, welche die Ebene £3 be- 
züglich mit der Ebene Ey und E2 bildet, und das Zeichen zu nehmen 

ist, welches — positiv macht. Wir überzeugen uns hiervon, wenn 

wir «I und a^ durch die Entfernung des zugehörigen Punctes von 
der Schnittlinie {E^E^ ausdrücken. 

Aus der Lösung dieser Aufgabe ergiebt sich auch die 
Bedeutung des Parameters, der in der Gleichung einer 
Ebene, welche durch die Schnittlinie zweier anderen hin- 
durchgeht, die linken Teile der Gleichungen der letzteren 
zu ihrer linken Seite verbindet. 

Sind nämlich JE^ = und £3 = die Gleichungen zweier Ebenen 

und i;3 = A,£, + ^2-^2 = 

die Gleichung einer dritten Ebene, welche durch die Schnittlinie der 
beiden vorhergehenden hindurchgeht, so ist 

Nun ist aber, wenn wir die Gleichungen der beiden ersten Ebenen 
in der Normalform voraussetzen , E^ der negative Abstand — a^ des 
beliebigen Punctes x^ y, der Ebene ^3 = von der Ebene E^ = 
und E2 der negative Abstand — aj desselben Punctes von der Ebene 
JSjj = 0, somit 
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^ = — i^. (3.) 

Bezeichnen hingegen E^ = und ^j =^ ^ ^i® allgemeinen Gleichungen, 
80 ist 

i 9?' (3') 

WO f die früher angegebene Bedentang hat Der positive Wert 

des Verhältnisses — läfst sich aber,- wie schon oben bemerkt worde (2.) 

durch das Verhältnis der Sinnsse der Neignngswinkel der Ebene E^ 
bezüglich mit ^2 und^J^^ ersetzen. Um aber anch das Zeichen dieses 

Verhältnisses — in seinen Ausdruck durch das Verhältnis der Sinusse 

der beiden Neigungswinkel hinein zu beziehen, ohne stets dasselbe 
berücksichtigen zu müssen, wird es notig sein, die Neigungswinkel 
der Ebenen* nach einem bestimmten Princip selbst mit Zeichen zu 
belegen. Dasselbe wird offenbar nur eine Uebertragung des Zählungs- 
modus der ebenen Winkel sein, da die Flächen winkel der Ebenen 
durch ebene Winkel gemessen werden. 

Jede .von zwei nicht parallelen Ebenen wird durch ihre Schnitt- 
linie in zwei unendliche Hälften geteilt. In jeder Ebene wollen wir 
die eine Hälfte als die positive und die andere als die negative Hälfte 
bezeichnen; welche wir als die positive und welche wir als die negative 
betrachten wollen, steht ganz in* unserem Belieben. Wir wollen nun 
festsetzen, dafs jene Hälften der beiden Ebenen zu den positiven 
genommen werden sollen, in deren Flächenwinkel der Coordinaten- 
Anfangspunct liegt. Unter dem Winkel (12) der beiden Ebenen Ei 
und J?2 s^^^ ^^^ ^^® Gröfse der Drehung verstanden werden, welche 
die positive Hälfte von E^ vollführen mufs, um auf dem kürzesten 
Wege mit der positiven Hälfte von E2 zusammen zu fallen. 

Geht nun durch die Schnittlinie (E^ E^) von JE, und E2 eine dritte 
Ebene J^g, und sind a, und a^ wie vorher die mit ihren zugehörigen 
Vorzeichen versehenen Perpendikel von einem Puncte der E^ bezüg- 
lich auf jBj und JBj, sind ferner a und ß die absoluten Werte der 
Neigungswinkel, welche E^ bezüglich mit E^ und JEj bildet, so ist 
der absolute Wert des Verhältnisses 

1 a. sin a 
Oj sin |3 ' 

drücken wir nun a und ß bezüglich durch (13) und (32) aus, so 
ergiebt sich 

a| ein (13) 

a^ sin (32) * 

Somit ist in Aj J5?j + Ag J?2 = ^ • 
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Xf sin (18) 

It ~ 8inr(32) ' 

wenn E^ und E2 in der Normalform vorausgesetzt werden; oder 

b _ sin (13) 
Aj "^ ^ sin (32) * 

wo Q die frühere Bedeutung pag. 39 hat. 

Nennen wir nun das Verhältnis — «= ^!° ,.,J , das hiernach für 

a^ sin (32) ' 

alle Puncte der Ebene E^ constant ist, kurz das Abstands -Verhältnis 
der Ebene -B3 von den Ebenen E^ und E2 , so können wir diese Ergeb- 
nisse in folgenden. Satz zusammenfassen: 

Geht eine Ebene durch die Schnittlinie zweier anderen 
Ebenen^ so ist das Verhältnis der Parameter^ welche die 
linken Teile der Gleichungen der beiden Ebenen zur liqken 
Seite ihrer Gleichung verbinden, gleich dem Abstands- 
Verhältnisse dieser Ebene von den beiden anderen. 

Es ist somit die Gleichung der Ebene, welche den Flä- 
chenwinkel halbiert, innerhalb dessen der Goordinaten- 
Anfangspunct liegt, wenn wir die Gleichungen dieser Ebenen 
E^=0 und j&j =• in der Normalform voraussetzen: 

^1 - JS?2 = 0, • 

und die Gleichung der den Nebenwinkel halbierenden 

Ebene Ei + E^^-O. 

§ 13. 
Übungen. 

1) Die Halbierungsebenen der Flächenwinkel eines Dreikants 
schneiden sich in einer Geraden, 

2) Die Ebenen, welche zwei äufsere derselben Seite eines Drei- 
kants anliegende Flächen winkel und den dieser Seite gegenüber- 
liegenden inneren Flächenwinkel halbieren, schneiden sich in einer 
Geraden. 

3) Welche Sätze sind in den Gleichungen enthalten: 

-Ei + E^ + E.^O • 
Ei-E, + E,^0 

■®I + -^2 — -^3 = 0, 

wo JBj = 0, j^j = 0, £3 = die Gleichungen dreier Ebenen sind? 

A n 1. Wir wollen annehmen, dafs JK, — JSi = , J^i — ^3 = , JEi — £i = die 
Gleichungen der Halbierungsebenen der inneren , also JE7| -|- j^^ = , jE7j -j- ^j = 
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J?2 -^ J?3 =» jene der änfseren' Flächenwinkel des durch die drei Ebenen be- 
stimmten Dreikants seien. Die Ebene J^j + -^t + -^i = geht (§ 9, 2) also durch 
die Schnittlinie der Ebenen 1 ) JB'i = nnd £^ + J&, =» ; 2) £; = und Ei+E^^O; 
3) ^, = nnd J^|.+ ^^ = 0, woraus der Satz folgt: 

Die Durchschnittslinien der die äufseren Flächenwinkel eines Dreikants 
halbierenden Ebenen mit den gegenüberliegenden Seiten desselben liegen in 
einer Ebene. 

Ähnliche Sätze ergeben die anderen drei Gleichungen. ■ - 

4) Die drei Ebenen , welche durch eine Kante und die Halbierungs- 
linie des gegenüberliegenden Kantenwinkels eines Dreikants gelegt 
werden, schneiden sich in einer Geraden. 

AnL Es seien J^i = 0, £^2 »» , ^3 »» die Gleichungen in der Normalform 
der drei Ebenen des Dreikants. Die Seitenhalbierende Ebene , welche durch die 
Kante der Ebenen J?i = uud ^^ = hindurchgeht, wird eine Gleichung von 
der ^orm Ei-{- lJSi=>0 haben, wo X das Abstandverhältnis der gesuchten von 
den Ebenen ^| s= und Ei = bedeutet (§ 12, 6). Dieses ist somit aus den Be- 
dingungen der Aufgabe zu finden. Wir erhalten: 

__ sin (3 1) 
sin (32) ' 

5) Die Ebenen, welche durch die Kanten eines Dreikants senk- 
recht auf dessen gegenüberliegende Seiten gefällt werden, schneiden 
sich in einer Geraden. 

Anl. Sind ^| =» 0, J^t=: 0, £3 == die Gleichungen der Seiten des Dreikants 
in der Normalform, so sind die Gleichungen der drei Ebenen: 

El cos (31) — Ei cos (32) = ; E^ cos (21) — E^ cos (23) = ; 

Ei cos (12)— JE, cos (13) = 0. 

6) Die sechs Halbierungsebenen der. Neigungswinkel der Seiten- 
flächen eines Tetraeders schneiden sich in einem Puncte, dem Mittel- 
puncte der eingeschriebenen Kugel. 

Anl. Sind ^i = 0, ^2 = 0, E^^O, E4 = die Gleichungen der vier 
Seitenflächen des Tetraeders, so sind die Gleichungen der Halbierungsebenen: 

Ei — Ei = 0; JS7i — J57s = 0; E^ -^4=0; Ei-E^^O; E^^E^^O-, E^-E^^O. 

Nun läfst sich leicht zeigen^ dafs jede der Halbierungsebenen durch denDurch- 
schnittspunct der drei Ebenen Ei — Ei = 0, .£i — Dj = und E^ — E4 — O 
(§ 9, 3) hindurchgeht. 

7) Die Halbierungsebenen der Neigungswinkel der drei Seiten- 
fllächen eines Tetraeders, welche eine Ecke bilden, und die Halbie- 
rungsebenen der drei gegenüberliegenden äufseren Neigungswinkel 
der Seitenflächen schneiden sich in einem Puncte, dem Mittelpuncte 
einer äufseren Berührungskugel dea Tetraeders. 

Anl. Die Halbierungsebenen an der Ecke , die von den Ebenen E^ = 0, 
Ez^Oy ^8 = gegeben sind, haben die Gleichungen 

jE7, — jEj = 0, JS;, — £i = 0, Ej — ^3 = ; 
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die Halbienmgsebenen der drei gegenfiberlie^enden Neigangswinkel: 

Et + E^^O, Et+E^^O, Et + Ei~0, 
woraus Bioh mittelst § 9, 3 unser Satz ergiebt. 

8) Welche Sätze sind in den Gleichungen enthalten : 

E^ + E, + E, + E^ = 

E^-E, + E, + E, = 
E, -i- E, - E, + E^ ~= 
E, + E.,-\-E,-Et^O. 

Anl. Z. 6. die erste läfst sich auf verschiedene Weise als durch Addition 
der Gleichungen bekannter Ebenen entstanden darstellen: 

9) Liegen zwei Tetraeder AB CD und AB! CD' derart, dafs 
die Schnittlinien der den gleichnamigen Ecken der beiden Tetraeder 
gegenüberliegenden Seitenflächen in einer Ebene liegen , so schneiden 
sich die Verbindungslinien dieser Ecken in einem Puncte. 

AnL Esseien^'^O, jB = 0. C = 0, D — 0; -4'=0, B'=0, C'=0, 2>'=0 
die Gleichungen der den gleichbezeichneten Tetraederecken gegenüberliegenden 
Seitenflächen. 

Da die Ebenen , deren Gleichungen durch die nämlichen nur durch Striche 
unterschiedenen Symbole dargestellt werden, sich auf derselben Ebene schneiden, 
so läfst sich mittelst gewisser Constanten die Gleichung dieser Ebene in jeder 
der Formen ausdrücken: 

aA + a ^' = ß JB + (J'J5' = y C + y'C = dD + d'D'. 

Hieraus folgen die sechs Gleichungen 

a^--ßJB = /J'JB'-a'^'; jJ5 - yC = y'C - ß'5'; y C— dD = d'D - y'C 

aA- yC7 = y'C'-a'ul'; ßB — dD= m -^ ß'B' 

aA — dD = d'I)' — aA\ 

diese Gleichungen lehren, dafs je zwei gleichbezeichnete Kanten der beiden 
Tetraeder in einer Ebene liegen. Als die Gleichungen dieser sechs Ebenen 
können wir somit die folgenden ansehen: 

aA — ßB^O] (35 — yC = 0; yO — dD = 
ctA — yC^O; (55— dD = 
aA — dD'^O, 

Aus diesen Gleichungen läfst sich nach § 11 leicht zeigen, dafs jede der 
sechs Ebenen durch den Durchschnitt der drei geht, deren Gleichungen in der 
ersten Zeile stehen. 

10) Es ist zu zeigen, dafs auch die lineare Gleichung zwischen 

den schiefwinkligen Coordinaten eines Punctes eine Ebene darstellt. 

Und umgekehrt. 

Man beweise, dafs die Gerade, welche irgend zwei Puncto des durch die 
Gleichung dargestellten Ortes verbindet, ganz in denselben hineinfällt. Zu dem 
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Zweeke drücke man die Coordftiaten irgend ones Ponctes der Geraden nach 
I <$, 1 doreh die Coordmaten der beiden angMionnnenen Poncte ans und zeige, 
da£i diese Werte der gegebenen linearen Gleichung genogen. 

Die ümkehrnng eigiebt sich ans dem Umstände , daCs sowohl in der linearen 
Gleichung drei unabhängige Constante Torkonunen, als aneh eine Ebene durch 
drei Poncte bestimmt ist. Denn bestimmt man diese Constanten derart, dafs 
die dnrch die Gleichung dargestellte Ebene mit einer gegeboien drei Punkte 
gemein hat , so fällt jene mit dieser zosammen. 

11 j a) Sind a^ b, c die Abschnitte, welche eine Ebene bezüglich 
aaf der X-, T- und Z-Atb eines schiefwinkligen Systems bildet, so 
ist ihre Gleichung 

a ' o * c 

ß) Jstp der Abstand einer Ebene Tom Ursprang eines schiefwink- 
ligen Systems, und sind a^ ß, y 6de Winkel, welche derselbe bezüg- 
lich mit der X-, T- und ^-Axe einschliefst , so ist ihre Gleichung: 

X cos cc -^ y cos ß -{- s cos y — p = . 

Ergiebt sich, wenn die Ebene nicht durch den ürsprang geht, unmittelbar aas 
a, anderenfalls beziehe man .die Ebene auf ein, dem gegebenen paralleles System, 
dessen Anfangspunct nicht in der Ebene liegt. 

12) Es ist zu zeigen y dafs die früher entwickelten Sätze (§7 — 11) 
auch gelten y wenn ein schiefwinkliges System zu Grunde liegt. 

13) Die Aufgaben in § 12 für ein schiefwinkliges System zu lösen. 



Drittes Oapitel. 
Der Punct. 

§. 14. 

Ebenenooordinaten xmd die Gleichung des Funotes. 

In der Gleichung einer Ebene kommen drei constante; von ein- 
ander unabhängige Gröfsen vor, durch deren Angabe die Gleichung 
und damit auch die Lage der Ebene unzweideutig bestimmt ist. Schreibt 
man die Gleichung der Ebene etwa in der Form 

wa? + t;y + w;£f + 1 = 0, (1.) 

so sieht maU; dafs die Lage der Ebene allein von den Gröfsen u, v, w 
abhängt, uud es sollen diese Gröfsen, die ausreichende Bestimmungs- 
stücke der Ebene sind, die Coordinaten der Ebene oder Ebenen- 
coordinaten heilsen zum Unterschiede von den früher allein ange- 
wandten, die einen Punct bestimmten und Punctcoordinaten genannt 
werden. 

Sind demnach die Coordinaten u^ v, w einer Ebene gegeben, so 
kann man aus ihnen die Gleichung der Ebene (1.) zusammensetzen, 
wodurch die Ebene selbst im Räume bestimmt ist. 

Wir hätten von den Verhältnissen, welche sich aus den vier 
Gröfsen A, B, C, D der allgemeinen Gleichung der Ebene 

Ax + By + C0 + D = 

bilden lassen, irgend drei von einander unabhängige als Bestimmungs- 
stücke der Ebene ansehen können, wählen aber hierzu die Ver- 
hältnisse 

ABC 

da dieselben, wie wir wissen, eine einfache geometrische Bedeutung 
haben, nämlich die negativen reciproken Abschnitte sind, welche die 
Ebene auf den Coordinatenaxen abschneidet und dann die Gleichung 
(1.) unverändert bleibt, wenn man darin die Punctcoordinaten x, y, 
respective mit den Ebenenooordinaten Uy v, w vertauscht. 

Inbetreff dieser Ebenencoordinaten lassen sich nun ganz die- 
selben Fragen aufwerfen, die wir im vorhergehenden Capitel für die 
Punctcoordinaten erörterten. Der Frage nach den Eigenschaften 
aller Puncte, deren Coordinaten irgend einer gegebenen linearen 
Gleichung der Coordinaten genügen, entspricht hier die Frage nach 
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den Eigenschaften aller Ebenen ^ deren Coordinaten eine gegebene 
lineare Gleichung 

ÄU + Bv + üw + 2) = (1.) 

in. den Ebenencoordinaten u^v^w befriedigen. 

Es läfst sich leicht zeigen^ dafs alle diese Ebenen sich in einem 
und demselben durch die Gleichung gegebenen Puncte schneiden. 
Denn ist 

ux-\-vy'\-W0'^'i=^O (2.) 

die Gleichung irgend einer dieser Ebenen, so genügen ihre Ebenen- 
coordinaten u^ V, w gemäfs Voraussetzung der Gleichung 

Äu + Bv + Cw + D = 0. 

Substituiert man daher in die linke Seite der Gleichung (2.) für 
die Coordinaten die Werte 

_ A _B _ C 

so geht diese linke Seite über in^^ {Au '\- Bv + Cw + -D), wird 
also wegen (1.) Null; somit genügen diese Coordinatenwerte der 
Gleichung der Ebene (2.). 

Wir erhalten so den Satz: 

Alle Ebenen, deren Coordinaten m, VjW der linearen 
Gleichung in Ebenencoordinaten 

Au + Bv + Cw + D-=^0 

genügen, schneiden sich in einem Puncte, dessen Coor- 
dinaten 

>A _ B _ C 

^ = b'^ y~ b'^ ^~B 
sind. 

Nachdem wir nun die in Punctcoordinaten lineare Gleichung 
wegen der Eigenschaft der Puncte, deren Coordinaten ihr genügen, 
eine Ebene zu bestimmen, die Gleichung der Ebene nannten, so ver- 
langt die Analogie, dafs wir die in Ebenencoordinaten lineare Gleichung 
wegen der Eigenschaft der Ebenen, deren Coordinaten ihr genügen, 
einen Punct zu bestimmen , die Gleichung dieses Punctes nennen. 

Die obigen Formeln ergeben unmittelbar die Regel für die Be- 
stimmung der Coordinaten eines durch seine Gleichung gegebenen 
Punctes und für die Bildung der Gleichung des Punctes, wenn seine 
Coordinaten gegeben sind. Bringt man nämlich die gegebene Punct- 
gleichung auf die Form, in welcher das constante Glied die Einheit 
ist, so sind die Coefficienten der Ebenencoordinaten die Coordinaten 
des Punctes. Multipliciert man die gegebenen Coordinaten eines 
Punctes fespective mit den Ebenencoordinaten und setzt die Summe 
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dieser Producte zur Einheit addiert gleich Null, so hat man die 
Gleichung dieses Punctes. Hiernach können wir zwei Formen der 
Gleichung des Punctes unterscheiden: -die obige (1.), welche die all- 
gemeine Gleichung des Punctes genannt werden soll, und jene, in 
welcher das constante Glied der Einheit gleich gemacht wurde und 
die die Normalform der Gleichung des Punctes heifst. 

In dieser sind also die Coefficienten der Ebenencoordinaten u, v, w 
die Punctcoordinaten des dargestellten Punctes und sie bleibt un- 
geändert, wenn man in ihr die Coordinaten des Punctes respective 
mit den Ebenencoordinaten vertauscht. 

Es hat sich im Vorhergehendem ergeben, dafs alle Ebenen, deren 
Coordinaten einer linearen Gleichung genügen, durch einen Punct 
hindurchgehen; es ist aber klar, dafs auch umgekehrt die Coordinaten 
einer jeden Ebene die durch einen gegebenen Punct hindurchgeht, 
seine Gleichung befriedigen müssen. Denn sind ^, r^y i die Coordinaten 
eines Punctes, so ist seine Gleichung 

wS + *^^ + «<^5+ 1 =0; 

geht nun die Ebene 

Ax + By + Cz + D^O 

durch den Punct |, % g, so müssen seine Coordinaten der Gleichung 
der Ebene genügen, d. h. es ist 

oder 

^5 + 1^+55+1 = 0. 

Diese Gleichung geht aus der Punctgleichung hervor, wenn man darin 

ABC 

setzt. Es sind aber diese Grofsen die Ebenencoordinaten der gegebenen 
Ebene und sie genügen somit der Gleichung des Punctes. 

§. 15. 
Disoussion der Gleichung eines Punctes. 

Fehlt in der allgemeinen Gleichung eines Punctes 

Au + Bv + Cw + D = 

ein Glied, so wird dieser Punct eine specielle Lage besitzen. 
Ist zunächst das constante Glied 2> = 0, also 

Au + Bv + Cw = 
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die Gleichung des Punctes, so werden die Coordinaten desselben 

ABC 

unendlich grofs, d. h. der Punct ist ein unendlich ferner. Somit 
sind die Schnittlinien aller Ebenen, deren Coordinaten dieser Gleichung 
genügen, einander, und daher die Ebenen selbst einer bestimmten 
Richtung parallel. 

Ist ein Coefficient einer Ebenencoordinate in der Gleichung Null, 
so liegt der Punct in einer Coordinatenebene, da dieser verschwindende 
Coefficient dividiert durch das constante Glied eine Coordinate des 
betreffenden Punctes darstellt. 

Verschwindet z. B. J., ist also Bv + Cw -j- -D = die Gleich- 

ung des Punctes , so sind x*= , «/ = -^ , ^ "^n ^®^^® Punctcoor- 

dinaten und somit liegt derselbe in der (r'Z)-Ebene. Desgleichen 
liegt der Punct, dessen Gleichung Äu -\- Cw + i) = ist, in der 
(XZ)-Ebene, und der Punct, der durch die Gleichung 

Au + Bv + D = 

dargestellt wird, in der (ri^)-Ebene. Ist daher aufser dem Coeffi- 
cienten einer der Ebenencoordinaten auch das constante Glied Null, 
so stellt die zweigliedrige Gleichung einen unendlich fernen Punct 
einer Coordinatenebene dar, und es sind somit alle Ebenen, deren 
Coordinaten dieser Gleichung genügen, einer in der Coordinatenebene 
enthaltenen Richtung parallel. 

Verschwinden in der Gleichung die Coefficienten zweier Ebenen- 
coordinaten, so mufs der durch sie bestimmte Punct in zwei Coor-' 
dinatenebenen zugleich und daher in einer Axe liegen. Ist in einer 
dieser Gleichungen auch das constante Glied gleich Null, so hat man 
die Gleichung des unendlich fernen Punctes der betreffenden Axe. 
Alle Ebenen, deren Coordinaten der Gleichung genügen, sind dann 
jener Axe parallel: in der Gleichung einer solchen Ebene ist somit 
einer der Coefficienten der Coordinaten Null. 

Verschwinden endlich die Coefficienten aller drei Ebenencoor- 
dinaten, so stellt die Gleichung 

den Coordinaten-Anfangspunct dar. 

Damit nun die Coordinaten einer Ebene dieser Gleichung ge- 
nügen können, mufs mindestens eine unendlich und somit in ihrer all- 
gemeinen Gleichung das constante Glied sein, wie wir ebenfalls 
schon fanden. 
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§. 16. 
Fortsetzung. 

Da die Gleichung des Punctes drei von einander unabhängige 
Constante^ die Verhältnisse dreier der Grofsen Ä^ B, C, D zu der- 
selben vierten, enthält, so wird derselbe durch jede Annahme fest- 
gelegt, welche zur Bestimmung dieser Constanten drei von einander 
unabhängige Gleichungen liefert. Also z. B. durch die Annahme, 
dafs er in drei Ebenen liege, die sich nicht in derselben Geraden 
schneiden. 

Es sei 

ux -^ vy -[- wis + \ =^0 (1.) 

die Gleichung des gesuchten Punctes x, yy z, der aus der Annahme 
bestimmt werden soll, dafs er in drei Ebenen liege, die bezüglich 
die Ebenencoordinaten u^, v^, w^] t«, ; t;2 , iC'2 > %; ^3; ^3 I^&hen. Da 
er in jeder dieser Ebenen liegt, so erhält man zur Bestimmung seiner 
Coordinaten x, y, z die drei Gleichungen 

u^x -\- v^y -{- w^z -\- \ ^= ^ 
u^x -f- v?^ + ^2^ + 1 =B 

«*3^ + V3y + ^3^+ 1=0. 

Die sich hieraus ergebenden Wert« dieser Coordinaten in die 
angenommene Gleichung (1.) substituiert, liefern dann die Gleichung 
des Punctes. Dieselbe ergiebt sich aber auch unmittelbar aus der 
Bedingung, dafs die vier obigen Gleichungen zusammen bestehen 
sollen, welche durch das Verschwinden ihrer Determinante ausgedrückt 
wird. Denn da u, v, w die Coordinaten irgend einer Ebene, welche 
durch den gesuchten Punct geht, bedeuten, so sind die Ebenencoor- 
dinajten jeder dieser Ebenen durch die Gleichung an einander ge- 
bunden : 



M, 


«^, 


W, 


1 


W,, 


Vi7 


w^, 


1 


^2, 


^2» 


tv.^, 


1 


«*3. 


«^3» 


w.,, 


I 



(2.) 



und diese ist somit die gesuchte Gleichung des Punctes, in welchem 
sich die drei Ebenen schneiden. 

Entwickelt man diese Determinante nach den Elementen der 
ersten Zeile, so findet man mittelst der angegebenen Regeln für die 
Coordinaten des durch die Gleichung dargestellten Punctes: 

Esckerich, Einleitung i. d. anal. Oeom. d. Ranm^ 4 
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v^yW^, 1 
^2, W^, 1 



z = — 



^27 ^29 ^2> 






o 



2; 



t« 



3> 



V 



1 > 



2» 



3» 



1 
1 
1 



W3,«C?3, 1 



2 1 ^2 7 *^2 

M3, t;3,M;3 



'1 » 



u 
u 



2 9 



3> 



V 



29 



3> 



W?2 



(2'.) 



Diese Coordinatenwerte werden unendlich grofs, wenn in den 
obigen Ausdrücken ihr gemeinschaftlicher Nenner und nur dieser, 
also blos der Minor des Elementes 1 in der Determinante verschwindet. 
Verschwindet aufserdem noch einer der Zähler, so können zwei Fälle 
eintreten*). Entweder verschwindet dann jeder Zähler, wodurch die 

Ausdrücke für x^ y, die unbestimmte Form - erhalten: die drei 

Ebenen t*i, v^y w^] ^2; ^2? ^29 %? ^39 ^3 schneiden sich dann in 
einer Geraden, oder es verschwindet keiner der anderen Zähler, und 
dann sind die Schnittlinien je zweier der drei Ebenen einer der Coor- 
dinatenebenen parallel. 

Man kann nämlich im ersten Falle immer zwei Gröfsen A^ und I2 
bestimmen, die den drei homogenen Gleichungen 






genügen. Denn lassen sich aus zweien dieser Gleichungen die X^ 
und Aj bestimmen — was nur im Falle des Verschwindens der 
Determinante der beiden Gleichungen möglich ist - 
von selbst infolge der Voraussetzung 



so genügen sie 



u 



\9 



t;,,. w^ 



u, 



2 9 



U 



3» 



V 
V 



2> 



Z9 






= 



(4.) 



der dritten. 

Unbeschadet dieser Gleichheit können wir nämlich die Deter- 
minante (4.) dadurch transformieren, dafs wir zu den mit Aj multi- 
plicierten Elementen der ersten Zeile die darunter stehenden mit l^ 
der zweiten und mit — (A^ + ^2) niultiplicierten der dritten Zeile 
addieren. In der so gewonnenen Gleichung 

ih ; ^2 ; Wt =»0(6.) 

sind aber die Elemente der ersten Zeile der Determinante die linken 
Teile der Greichungen (3.) und von diesen verschwinden wegen der 



Vergleiche § 9. 
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Annahme, dafs die X^ und Aj zwei dieser Gleichungen befriedigen, 
zwei derselben. Die Determinante zerfallt somit in das Product aus 
dem dritten Elemente dieser Zeile und seinen zugehörigen Minor. 
Damit nun dieses Product Null sei, mufs einer dieser beiden Fac- 
toren verschwinden. 

Verschwindet das Element, so genügen also die Aj und Aj auch der 
dritten Gleichung. Da nun in diesem Falle, unter Voraussetzung der 
Bestimmbarkeit von Aj und Aj, aus zwei der drei Gleichungen (3.) 
gleichzeitig alle drei befriedigt werden, so erfüllen je zwei dieser 
Gleichungen die Bedingung der Bestimmbarkeit des A, und Aj, d. h. 
es verschwinden in diesem Falle gleichzeitig die Determinanten je 
zweier der drei Gleichungen (3.). Diese Determinanten sind aber 
die Minoren der Element« u/Vy w in der Determinante (2.), da 



«*1— «3> ^1— *^3 



U, 



W3; ^2 — «^3 



w,,t;,,l 






U^jW^y 1 



^1 - ^3» 






W3 



V21 



w 



\9 



W 



27 



V 



3> 



W 



3» 



1 
1 
1 



(6.) 



Wir ersehen hieraus, dafs in diesem Falle mit dem Minor des 
Elementes l und dem eines andern Elementes der ersten Zeile in 
der Determinante (2.) auch die Minoren aller übrigen Elemente dieser 
Zeile verschwinden und dafs sich dann zwei Gröfsen A, und l^ ^^' 
stimmen lassen, welche den obigen drei Gleichungen zugleich ge- 
nügen. 

Substituiert man nun die Werte (3.) für die Ebenencoordinaten 
te^, v^, w^ in die Gleichung dieser Ebene E^ = 0, so erhält man 

(Aj + Aj) J5?3 = Aj {u^x + v^y + w^e+V)^^^ {u^x+v^y + w^z+\) 

= A, E, + A2 i5?2 , 

wenn JS, = und E^ = die Gleichungen der beiden anderen ge- 
gebenen Ebenen bezeichnen. In diesem Falle schneiden sich 
also die drei Ebenen JB, =0, E^ = 0, E^ = nach § 10 
in einer Geraden. 

Diese Folgerungen beruhten auf der Voraussetzung, dafs in der 
zerfallenden Determinante (5.) nicht der Minor verschwinde, und es 
soll nun diese Annahme näher erörtert werden. 

Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, wollen wir 
voraussetzen, dafs aufser der Determinante (4.) auch der Zähler des 
verschwinde, dafs also überdies die Gleichung bestehe 
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U 
U 
U 



\> 



2f 



V 

V 



u 



2; 



3> 



V 



3> 



1 
1 
1 



Wi — W3, 



«?. 



Vf 



^2 — «^3 



= 0. (7.) 



In Folge dieser Voraussetzung sind die beiden ersten Gleichungen 
in (3.) verträglich und es verschwinden somit in der Determinante 
(5.) die beiden ersten Elemente der ersten Zeile. Sie zerfallt also in 
das Product aus dem dritten Elemente der ersten Zeile und seinen 
Minor, wodurch die Gleichung übergeht in 

[^^w^ + ^2^2 ~ (^1 + ^2) ^zi ^ ^ = . 

W3 V3 

Hierin verschwindet nach der Annahme die Determinante, also ist 

(8.) 

Entwickelt man nun in Gleichung (7.) die Determinante nach 
den Elementen ihrer ersten Zeile, so verschwindet wegen dieser Rela- 
tion das letzte Glied und man erhält 



^2^3 = ^3 ^2 > 



Oder ?^ = "» 



V 



V, 





Ui t*2 — Wg 




Vi V^ — V3 


Aus (8.) folgt aber 






% — 1*8 U, Ms 




Vi — Vj Vi Vj ' 


somit ist 






W, Mj Ms 




Vi V^ t7s 



(8'.) 

In Folge dieser Relationen verschwindet die erste der Deter- 
minanten (6.) identisch, es verschwindet aber diese allein und kein 
anderer Minor der Elemente der ersten Zeile in der Determinante 
(2.), weshalb sich die Gleichungen (3.) nicht mehr durch das Ver- 
hältnis derselben zwei Grofsen A^ und A2 befriedigen lassen. 

Die Gleichungen der Ebenen E^ =0, JEj = 0, JB3 = haben 
dann, wenn mit q der Wert der Verhältnisse (8'.) bezeichnet wird, 
die Form 

E^ ^ Vi {x + Qy) + w^0 + 1 =^ 

E^ = ^2 (a? + gy) + w^0 -1-1 = 

£3 = v^ {x + gy) + w^0 + l ==^0 . 

Die Ebenen Ei =0, E^^ 0, E^ =0 gehen somit nach § 10 
durch die Schnittlinie der Ebene x -{- gy = respective mit den 
Ebenen w^ß -f- 1 = 0, w^is +1=0, w^e +1 = 0. Da nun diese 
Schnittlinien der (X !F)-Ebene parallel sind, so schneiden sich je zwei 
der drei Ebenen E^ =0, E^ = 0, E^ = in zu der (X F)-Ebene 
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parallelen Geraden; mit anderen Worten: die drei Ebenen schneiden 
sich in einem unendlich fernen Puncte der (X F)-Ebene; was übrigens 
auch unmittelbar aus § 15 folgt. In Übereinstimmung hiermit er- 
geben die Ausdrücke (2') 

. Coordinaten welche einen unendlich fernen Punct der (XY)-Ebene be- 
zeichnen. Denn nur für einen Punct, der unendlich fernen Geraden der 
(Xr)-Ebene, sind die Xund F-Coordinaten unendlich, die Z-Coordinate 
aber nicht Null, sondern unbestimmt, da in der unendlich fernen 
Geraden der (X !r)-Ebene alle zu ihr parallelen Ebenen sich schneiden. 

In diesem Falle stellt also die Gleichung (2.) einen unendlich 
fernen Punct der (X F)-Ebene dar. 

Berücksichtigt man nun'^), dafs mit zwei Minoren der Elemente 
u, t;, iv in der Determinante (2.); wie am deutlichsten ihre Darstellung 
als Determinante zweiten Grades in (8.) zeigt; entweder die Minoren 
aller Elemente ihrer ersten Zeile yerschwinden, wo dann die Gleich- 
ungen (3.) erfüllbar sind; oder diese beiden für sich identisch ver- 
schwinden, wenn nämlich ein^s der Paare Differenzen 

w, — W3 , Mj — W3 ; V, — ^3 , ^2 — t?3 ; w;j — ii^a , ^2 — w^ 

verschwindet^ so kann man die obigen Erörterungen in folgenden 
Satz zusammenfassen: 

Verschwinden in der Determinante (2.) zwei Minoren 
der Elemente ihrer ersten Zeile, so sind dieselben ent- 
weder identisch Null, oder es verschwinden sämtliche. 
Im ersten Falle sind die Schnittlinien der drei Ebenen 
w,, Vj, tv^] U2, v^y w^\ M3, 173, M?3 entweder einer Coordinaten- 
ebene parallel, oder sie vereinigen sich in einer Axe; im 
zweiten Falle schneiden sie sich in einer Geraden. 

§ 17. 
Fortaetzung. 

Es seien nunmehr blos zwei Gleichungen zwischen den Coor- 
dinaten X, y, z eines Punctes gegeben: 

u^x -}- v^y + ^\^ +1 = 

U2X + V2y + ^2^ +1 = 0, 
oder geometrisch gesprochen, der Punct liege in jeder der Ebenen 
ti|, V,, w^ und tij, V2y W2- Diese zwei Gleichungen genügen dann 
nicht mehr, um alle drei Gröfsen x^ y, z zu bestimmen, sondern es 
lassen sich nur zwei derselben durch die dritte ausdrücken, die 



*) Siehe § 9. 
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willkürlich bleibt. Wählt man zu dieser dritten etwa Zy so erhält man die 
Gleichung eines Punctes, der den Ebenen m, , v^^ «;, ; Wj, t;2, w^ ge- 
meinsam ist; indem man in seine supponierte Gleichung 

XU -{- yv -{- zw •\- \ =^0, 

die aus den beiden ersten Gleichungen entnommenen Ausdrücke für 
X und y substituirt^ oder in der schon öfters geübten Weise aus der 
Bemerkung; dafs diese drei Gleichungen zusammenbestehen sollen. 
Man findet so als Gleichung des Punctes: 



oder nach bekannten Regeln 



u 
u 



19 



u 



2 t 






u, 


^y 


W Z + l 




Mj , Vj , 


WjjSf + 1 


= 


Mj, ^2, 


W2Z + 1 




Regeln 






1 




W, V, 


w 


1 


+ 


^17 «^1, 


w 


1 




U2, v^, 


w 



0, 



= 



Auf diese Form läfst sich somit die Gleichung jedes Punctes der 
Durchschnittslinie der beiden Ebenen w^, «;, , w^^ und u^j ^2» ^2 
bringen; aber auch umgekehrt jeder Punct, dessen Gleichung die 
obige Form gegeben werden kann^ liegt auf der Durchschnittslinie 
der beiden Ebenen, denn der Gleichung wird sowohl durch die Wert- 
genügt. Läfst man daher in 



gruppe w, 



v,, w;, 



als auch u^^ V2, w^ 



der obigen Gleichung z alle Werte von — 00 bis -j- o^ durchlaufen, 
so erhält man die Gesammtheit aller Puncte, die auf der Durchschnitts- 
linie der beiden Ebenen liegen. Speciell für ;e; ^^ findet man die 
Gleichung 



u 

u. 



i) 



V 
V 



l; 



V, 



1 
1 
1 







'2 5 ^2} 

welche nach § 15 den Durchschnittspunct der Geraden mit der (2 Yy 
Ebene darstellt; für z = 00 nach § 15 die Gleichung des unendlich 
fernen Punctes. 

Die Gleichung eines Punctes der Durchschnittslinie der beiden 
Ebenen wird also erhalten, indem man die linken Seiten der Gleich- 
ungen dieser beiden speciellen Puncte, mit bestimmten constanten 
Factoren multipliciert, zu einander addiert. Es ist aber leicht ein- 
zusehen, dafs man hierin unter Änderung der constanten Factoren 
die linken Seiten der Gleichungen dieser beiden speciellen Puncte 
durch die irgend zweier Puncte der Durchschnittslinie der Ebenen 
ersetzen kann, wie aus dem folgenden Satze hervorgeht: 

Sind Pj = und Pj = die Gleichungen zweier Puncte, 
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A| und Aj coustante Orofseii, so liegt der Punet^ dessen 
Gleichung auf die Form 

gebracht werden kann, auf der Verbindungslinie der 
bei den Puncte. 

Behufs des Beweises ist nur zu zeigen, dafs jede Ebene, welche 
durch die beiden Puncte P, = und Pj «= hindurchgeht, auch den 
Punct Aj Pj + ^2 A =** ^ enthält. Dies ist aber erwiesen, sobald ge- 
zeigt werden kann, dafs die Substitution der Goordinaten einer Ebene, 
welche sowohl durch den Punct P, = als auch Pj = hindurchgeht, 
den Ausdruck A^P, -|- A2P2 zu Null macht. Dies ist aber thatsächlich 
der Fall , da für die Goordinaten einer solchen Ebene sowohl P^ als 
Pj verschwindet. 

Von diesem Satze gilt auch die Umkehrung: 

Liegt ein Punct auf der Verbindungslinie zweier 
Puncte, deren Gleichungen P^ = und Pj = seien, so 
lassen sich stets zwei constante Factoren Aj und A2 von 
der Art auffinden, dafs die Gleichung dieses Punctes auf 
die Form 

gebracht werden kann. 

* Der Beweis dieser Behauptung kann in folgender Weise geführt 

werden. Der Punct A^P, + ^2^2 = ^^ ^^ ^1 ^^^ K ®^st zu be- 
stimmende Goustante seien, liegt auf der Verbindungslinie der Puncte 
Pj = und Pj = 0. Legt man nun durch den gegebenen Punct 
irgend eine Ebene, so lassen sich diese Gonstanten derart bestimmen, 
dafs der Punct AjPj -f- A2 Pj = ebenfalls in dieser Ebene liegen, 
also mit dem gegebenen Puncte zusammenfallen mufs. Man hat zu 
diesem Zwecke blos A^ und Aj der Bedingung zu unterwerfen, dafs 
die Goordinaten dieser Ebene die Gleichung des Punctes 

^l-Pl + ^2-P2 = 

erfüllen. Bezeichnet man daher mit (Pj) und (Pj) die Substitutions- 
resultate der Goordiuaten dieser Ebene bezüglich in P^ und Pj, so 
ist der gesuchte Wert des Verhältnisses X^\ X^i 

^1 _ (Pi) 
h (Pi) ' 

die Gleichung des Punctes selbst stellt sich sonach in der Form dar 

P,(P,)-P,(P,) = 0. 

Den vorstehenden beiden Sätzen können wir auch die folgende 
Fassung geben: 

Besteht zwischen den Gleichungen dreier Puncte 
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P, = 0, Pj = 0, Pj ■= 
vermöge der Gonstanten Af, Aj, Aj die Identität 

SO liegen die drei Puncte in einer Geraden. 

Und umgekehrt: 

Liegen'drei Puncte Pj =0, P^ == 0, Pg «s in einer 
Geraden^ so lassen sich immer drei Constante X^, A2, A3 
auffinden, dergestalt^ dafs die Identität 

A.P, + A,Pj + A3P, = 
stattfindet. 

Die Übereinstimmung dieser Behauptungen mit den vorher- 
gehenden Sätzen ist klar, da sie nur aussagen, dafs in diesen Fällen die 
linke Seite der Gleichung des Punctes P3 = auf die Form 

gebracht werden kann, also seine Gleichung 

k^P, + X,P, = 
ist. 

Unsere Sätze führen uns wieder auf die Formeln, welche die 
Coordinaten eines Punctes, der auf der Verbindungslinie zweier Puncte 
liegt, durch die Coordinaten der letzteren ausdrückt. Sind nämHch 
^1) 2/1 > ^1) ^2 7 .V2; ^2 ^^^ Coordinaten der beiden Puncte, also 

x^u + !/i^ + w'i^ -}- 1 = uud x^u + J/2^ + ^2^ -{- 1 a= 
ihre Gleichung, so lälst sich der Gleichung jedes Punctes ihrer Ver- 
bindungslinie vermöge zweier Constanten k^ und X^ die Form geben 

(^1^1 + ^2^2) w + (^1 Vi + ^2^2) V + (^1^1 + ^2^2) w +X^ + X2 = 
und somit haben seine Coordinaten x^ y, nach § 14 die Werte 

h + h '^~ ^i+^2 '^~ h + h 

§ 18. 
Fortsetzung. 

Sind die Constanten Xy y^ z in der Punctgleichung 

XU -{- yv -\' zw -\- \ = 
blos an eine Bedingungsgleichung 

xuy + yv^ + zw^ -|- 1 == 

gebunden , soll also der Punct ein Punct der Ebene w, , v^^ w^ sein, 
so läfst sich mittelst der letzteren Gleichung blos eine der unbestimm- 
ten Gröfsen x, y, aus der ersten Gleichung eliminieren, während 



§ 17. Fortsetzung. 
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die beiden anderen unbestimmt bleiben. Wählt man zu letzteren die 
Grofsen y, e, so erhält man die Gleichung eines Punetes; der in der 
Ebene u^, v^y w^ liegt, in der Form: 

w, yv -f" ^^ + 1 

«*n y^i+^M^i + 1 
oder nach bekannten Regeln 



0, 



U 



u 



M 



1 
1 



+ y 



u 



\} 



V 





u, 


w 


+ « 


7 






W,, 


w 



= 0. 



Hierin • sind die y und willkürliche Gröfsen und für jedes Wert- 
system derselben liefert die Gleichung einen Punct der Ebene u^j v^^ w^. 

Auf obige Form läfst sich also die Gleichung eines jeden Punctes 
der Ebene w, , v, , w^ bringen , aber auch umgekehrt: jeder Punct, 
dessen Gleichung die obige Form hat, liegt in der Ebene u^, v^, w^. 
Denn die Wertgruppe u = u^^ v=^v^y w ^^ w^ genügt der obigen 
Gleichung, da durch diese Substitution jede einzelne Determinante 
verschwindet. Läfst man daher in der Gleichung die willkürlichen 
Gröfsen y und alle Werte von — 00 bis + 00 durchlaufen, so er- 
hält man die Gesammtheit aller Puncte, welche die Ebene constituieren. 

Speciell für y = 0, 0=^0 erhält man, wie die Form der Gleich- 
ung zeigt, nach § 15 den Durchschnittspunct der Ebene u^y v^y w^ 
mit der X-Axe; für y = ex, g ^=^0 stellt die Gleichung (§ 15) den 
unendlich fernen Punct der Durchschnittslinie der Ebene mit der 
(Xr)-Ebene dar; für y = 0, z = 00 den unendlich fernen Punct 
der Durchschnittslinie der Ebene mit der (XZ)-£beue. 

Die linke Seite der Gleichung eines Punctes der Ebene stellt 
sich somit dar als die Summe der mit bestimmten constanten Fac- 
toren multiplicierten linken Teile der Gleichungen dieser drei be- 
sonderen Puncte. Diese Thatsache ist nur eine Folge der beiden Sätze: 

Sind P, = 0, Pj = 0, P3 = die Gleichungen dreier 
nicht in einer Geraden liegenden Puncte einer Ebene 
und Aj, A2, A3 constante Factoren, so stellt die Gleichung 

einen Punct dieser Ebene dar. 
Und umgekehrt: 
Liegt ein Punct in der Ebene der drei Puncte 

P,=0, P2 = 0, P3=0, 

so lassen sich stets drei constante Factoren Aj, Aj, A3 von 
der Art auffinden, dafs die Gleichung dieses Punctes die 
Form annimmt 

Aj Pj 4" ^2 -^2 "1 ^3 ^3 '^^ ^ • 
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Der erste Satz folgt aus der Bemerkung, dafs die linke Seite der 
Gleichung dieses Punctes: k^P^ + ^2 A + ^3^3 verschwindet für die 
Coordinaten der Ebene, welche durch die drei Puncte 

p, = 0, Pj = 0, p, = 

bestimmt wird, da für dieselben sowohl P, als auch Pj ^'^ ^^^^ ^3 
verschwindet. Somit genügen sie der Gleichung des Punctes 

Aj Pj T" ^2 -^ 2 i" ^3 P3 ^^^ ^ • 
Hieraus ergiebt sich sofort die Umkehrung. Denn man kann in 
der Gleichung des Punctes A, P, + ^2-^2 + ^3 A '^ ^y welcher also 
in der Ebene der drei Puncte P, = 0, Pj = 0, P3 = liegt, die 
Constanten A^, I2 ^^^ ^3 <lerart bestimmen, dafs er gleichzeitig in 
zwei gegebenen Ebenen liegt. Man hat zu diesem Behufe die Aj, X, 
und A3 blos der Bedingung zu unterwerfen, dafs der Gleichung 

l,P, + k,F, + k,P, = 

durch die üoordinaten jeder der beiden Ebenen genügt wird. Wählt 
man nun hiefür zwei Ebenen, welche durch den gegebenen Punct 

gehen, so fällt der Punct A,Pj + ^2-^2 "l" ^3^3 '^ ^ ™^* ^^ ^"" 
sammen. 

Bezeichnen daher (Pj), {P2)} (P3) die Resultate der Substitution 
der Coordinaten der einen und [Pj] , [Pj] , [P3] jene der Coordinaten 
der zweiten Ebene bezüglich in P, , Pj, P3, so erhält man die 
Gleichung des Punctes durch Elimination von A^, Aj und A3 aus den 
drei Gleichungen: 

A, Pj + Aj P2 + A3 P3 = 

A,(P,) + A2(P,) + A3(P3) = 

Ai[P,] + ^2[A] + ^3[i'3] = 0, 

wodurch sich ergiebt: 

P| > P27 -^ 3 

(p.), (p,), (P3) =0. 
[p,], [p,], [P3] 

Diesen beiden Sätzen können wir wieder eine andere, für manche 
Anwendungen passendere Fassung geben: 

Besteht zwischen den Gleichungen der vier Puncte 
P, = 0, Pj c« 0, P3 = 0, P^ = vermöge der Constanten 
^1; ^2) ^3> ^4 d^^ Identität: 

A, P, + l,P, + A3P3 + A,P, = , 

SO liegen die vier Puncte in derselben Ebene. 

Sind Pj =0, P2 = 0, P3 = 0, P4 = die Gleichungen 
von vier Puncten, weichein derselben Ebene liegen, so 
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lassen sich stete vier Constante X^, Aj, X^, A4 von der Art 
angeben^ dafs die Identität 

stattfindet. 

Die Übereinstimmung dieser Aussagen mit den vorhergehenden 
ist klar^ denn es wird darin nur behauptet; dafs in diesen beiden 
Fällen die linke Seite der Gleichung P^ = auf die Form 

gebracht werden kann^ also 

A,P, +AjPj-pA,P3 = 

die Gleichung des Punctes P^ =» ist. 

Die beiden obigen Sätz.e lehren auch, wie sich die Punctcoor- 
dinaten irgend eines Punctes einer Ebene durch jene dreier gegebenen 
Puncte derselben ausdrücken lassen. Denn sind 

^n Vm ^1 5 ^i) ^2» ^2» ^^f tfsf ^3 
die Coordinaten dreier Puncte einer Ebene, also 

XiU -\- y^v -\- z^w -{- 1 = 
^2** + y2^ + ^2^ -|- 1 == 

die Gleichungen dieser Puncte, so läfst sich die Gleichung eines 
iveiteren Punctes x, y, z der Ebene mittelst dreier Constanten Aj, Aj, A3 
auf die Form bringen 

(A, a?i + A2a?2 + ^3^3) «* + (^1 Vx + ^2^2 + ^3^3) ^ 

+ (^1 ^1 + ^2^2 + ^^3^3) w + K +h + h =0^ 
woraus sich für die Coordinaten des Punctes nach § 14 die Ausdrücke 
ergeben 

h^h + h 

y ^ hVi + hyt + hyz 
^1 + ^1 + ^3 

§ 18. 

Aufgabe. Ein Punct ist durch seine Gleichung und eine Ebene 
durch ihre Coordinaten gegeben: es soll der Abstand des Punctes 
von der Ebene gefunden werden. 

Es seien ^j ri^ l die Coordinaten des Punctes ; also 

6w + i?v + Sw + 1 == 
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seine Gleichung in der Nörmalform , und U y F, W seien die Coordi- 
naten der gegebenen Ebene. 

Die Gleichung der Ebene ist dann 

jjx^Vy+We+l^O 

und daher nach § 12, 5 ihr Abstand ^ vom Punkte l^y rj, ^ 

wo der Wurzel das positive Zeichen beizulegen ist. Der Zähler un- 
seres Ausdruckes ergiebt sich aber aus der Punctgleichung, indem 
wir darin an Stelle der laufenden Ebenencoordinaten u, v, t(?. bezüg- 
lich jene der gegebenen Ebeneli U, V, W substituiren. Somit er- 
halten wir die Regel: 

Dividirt man den negativen linken Teil einer in der 
Normalform gegebenen Gleichung eines Punctes durch 

+ f/Z72+ V^ -f- W\ so erhält man den senkrechten Abstand 
des Punctes von der Ebene, deren Goordinaten U, F, W 
sind. 

Hieraus ergiebt sich unmittelbar die geometrische Bedeutung des 
Verhältnisses der Parameter, vermittelst welcher die linke Seite der 
Gleichung eines Punctes, der auf der Verbindungslinie zweier anderen 
liegt, aus dem linken Theile der Gleichungen der letzteren zusam- 
mengesetzt wird. 

Es seien P^ =» und Pj = ^ ^i^ Gleichungen dieser Puncte in 
der Normalform, und P^ ^ AjP^ + ^2-^2 ^i® Gleichung des auf 
ihrer Verbindungslinie liegenden Punctes. 

Legen wir durch den Punct P3 eine Ebene E, deren Goordinaten 
{7, F, W seien und sind die senkrechten Abstände derselben von 
P, und P2 bezüglich |}j undj^j;. so folgt, da U, F, W der Gleichung 
^1 -Pj + ^2 -^2 = genügen : 

oder ^ = — — • 

^ Pi 

Liegt nun P3 innerhalb der Strecke P^P2> so haben p^ und ^2 

entgegengesetzte Zeichen; liegt hingegen P3 ausserhalb dieser Strecke, 

so sind |9| und pj gleichbezeichnet. Daher ist immer 

welches Verhältnis das Abstandsverhältnis des Punctes P3 von P, 
und P2 genannt werden mag. 

Sind die Gleichungen der beiden Punkte P^ und Pj nicht in der 
Normalform gegeben, so sei m^ der Factor, welcher die Gleichung 



§19. Das Gesetz der Reciprocität. 



61 



des ersten und mj jener, welcher die des zweiten Punctes in die 
Normalform überführt. Dann folgt aas AjWtj (WjP,) -}-^2*^i (♦»2-^2)=^ 



iL 



m, P,P^ 



Somit: Liegt ein Punct auf derVerbindungslinie zweier 
anderen, so ist dasVerhältnis der beiden Parameter, wel- 
che die linken Theile der Gleichungen der beiden Ebenen 
zur linken Seite ihrer Gleichung verbinden, bis auf einen 
Constanten Factor gleich dem Abstands Verhältnisse die- 
ses Punctes von den.beiden anderen. Dieser Factor redu- 
cirt sich auf die positive Einheit, wenn die Gleichungen 
der beiden Puncte die Normalform besitzen. 

Unter der letzteren Voraussetzung ist somit die Gleichung 
des Halbirungspunctes der Strecke P1P2 

und jene des unendlich fernen Punktes 



P,^P, 



0. 



§ 19. 
Das Gesetz der Beoiprooität. 

Die Entwickelungen dieses Capitels zeigen einen merkwürdigen 
Parallelismus mit jenen des vorhergehenden und ein grosser Teil der 
hier abgeleiteten Sätze und Formeln geht aus jenen hervor, indem 
man blofs das Wort Punct mit Ebene, und Punct- mit Ebenen-Coor- 
dinaten vertauscht. Eine kurze Zusammenstellung der wichtigsten Er- 
gebnisse dieser beiden Gapitel wird klar diese Dualität hervortreten lassen. 

Als Bedingung, dass die vier 



Punkte X, y, e\ a:,, yi, Zy\ x^, 
Vi 



, ti<^\ 0^3, y^^ z^ in einer Ebene 



liegen , 



Ebenen m, v, w\ w,, v^, ^e?, ; Wj, 
^2, w^2i **3> ^37 ^3 ^^^^ ^^ einem 



Punkte schneiden, 
ergab sich 



X, y. 



z 



1 



^\J Vi} ^\7 1 



X 



2; 



Vr 



'2 7 



^3 » Vz 7 ^3 ) 



1 
1 



= 



u 



V 



w, 



u 



\} 



V 



I } 



w 



1 » 



U^f v^, 



w 



27 



I 
1 
1 



u 



3) 



V 



3? 



W 



3; 



0. 



Lassen sich vier Gonstante A^, A^, A3, A4 auffinden, mittelst wel- 
cher die Gleichungen der vier 

Puncte I Ebenen 

P=0, Pi = 0, P2 = 0, P3 = 0| E = 0, E, = 0, J5?2=0, -£3=0 
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die Identität erfüllen 



SO liegen die vier Punete 

P=0, P, = ü, P,= 0, P3=0 

in einer Ebene. 



so schneiden sich die vier Ebenen 

E=0, ^, = 0, ^2=0, -^3=0 

in einem Punkte. 



Und umgekehrt. 
Sind daher 

^yy,^] ^uJ/w^n ^27yv^2\ ^3>y3>^3 I ^,^,^j^U^U^i] ^v^2>^2] ^^y^^^^Z 

die Goordinaten dieser vier 
Punete, Ebenen, 

so hängen sie durch die Gleichungen zusammen 



Xx + X^x^ + X2X2 + X^x^ =s 
Xz + X^z^ + X^z^ + ^3^3 = 0. 







A3 1^3 = 



Xu + A,t«i + A2W2 + A3W3 

Av + ^iV| + AjVj + 

AW? + AjM7| + X^w^ + ^3^3 = ^ 

^ + ^, + ^2 + ^3 = 0. 

Lassen sich drei Gonstante A, A|, Aj auffinden, vermöge welcher 
die linken Seiten der Gleichungen der drei 



Punete 
P = 0, Pi =0, P2 = 

die Identität erfüllen 

AP+AjP. + A^P^^^O, 

so liegen die drei Punete 

in einer Geraden. 

Sinda:,j/,^; Xy^y^^z^^x^^y^^z^ 
die Goordinaten der drei Punete, 



Ebenen 

E^O, E^ =0, 



E.^0 



XE+X^E^ + X^E^^O, 

so schneiden sich die drei Ebenen 
Und umgekehrt. 

Sind u,VjW] w, ,t?i,w;i; WjjVjjW'a 
die Goordinaten der drei Ebenen, 



so hängen sie durch die Gleichungen zusammen 



^y + ^iVi + ^2y2=^^ 

Xz + Ajjefi + A2>2 = 



Au + AjWj + ^2**2 =° ^ 

Av + AjVi + A2t;2 = 

Aw?+ ^1^1+ AjWj^ 

A + A, + A2 = 0. 
Die Bedingung für die Incidenz des Punctes x, y^ z mit der 
Ebene u, v, w wird durch die Gleichung ausgedrückt 

ux -{' vy -{- WZ + 1 =0. 

Die schon bemerkte Thatsache, dass die gegenüberstehenden For- 
meln und Sätze dieser Zusammenstellung aus einander hervorgehen 
durch Yertauschung der Worte Punct und Ebene und der Punct- mit 
den Ebenen-Goordinaten, ist der Ausdruck eines allgemeinen Gesetzes, 
welches den Namen das Gesetz der Reciprocit»t oder Dualität führt. 
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Dasselbe liefert zu jedem Satze, der eine reine Lagenbeziehang aus- 
drückt, unmittelbar einen zweiten^ welcher der duale oder reeiproke 
Satz genannt wird. Dies Gesetz zeigt sich schon bei den elementar- 
sten Betrachtungen in der Geometrie, wo allerdings seine ungemeine 
Wichtigkeit wegen der unmittelbaren Eyidenz der reciproken Sätze 
nicht zu erfassen ist. So sind z. B. die gegenüberstehenden Sätze : * 



Eine Gerade und eine Ebene aus- 
serhalb derselben bestimmen 
einen Punct. 

Zwei Puncte bestimmen eine 
Gerade. 

Drei Puncte liegen in einer 
Ebene 



Eine Gerade und ein Punct aus- 
serhalb derselben bestimmen 
eine Ebene. 
Zwei Ebenen bestimmen eine Ge- 
rade. 
Drei Ebenen schneiden sich in 
einem Puncte 

u. s. f. 
duale oder reeiproke Sätze. 

Dieses Gesetz wollen wir nunmehr ^ soweit es die vorhergehenden 
Entwickeluligen gestatten^ auseinandersetzen. 

Denken wir uns eine Reihe von Gleichungen in Punct- und 
Ebenencoordinaten gegeben, so werden dieselben ein System von 
Puncten, Ebenen und Geraden im Räume bestimmen ^ deren Inbe- 
griff wir als das System 2J bezeichnen wollen. Diesem Systeme £ 
stellen wir ein zweites 27' gegenüber, dessen Elemente (Puncte, 
Ebenen und Geraden) wir dadurch erhalten, dass wir in dem ge- 
gebenen Gleichungssysteme die laufenden Punct- durch Ebenen-Coor- 
dinaten und die laufenden Ebenen- durch Punct- Coordinaten er- 
setzen. Somit tritt an Stelle jedes Punctes in 2J eine Ebene in 27' 
und an Stelle jeder Ebene von 27 ein Punct in 27'. Zwei solche 
Elemente der beiden Systeme 27 und 27', deren Gleichungen durch 
Vertauschung der Punct- und Ebenen-Coordinaten ineinander über- 
gehen, mögen der Kürze halber entsprechende Elemente genannt 
werden. Liegt nun ein Punct Ä des einen Systems in einer Ebene 
b desselben, so geht die A entsprechende Ebene a' im anderen Systeme 
durch den der Ebene b entsprechenden Punct B' desselben. 

Denn ist mx -\- ny -{- pis '\- q = 

die Gleichung der Ebene b, und ist 

|ti + ^t; + gM7 + 1 = 
die Gleichung des Punctes Ä, so ist gemäfs Voraussetzung 

mi -i- nri -\- p^ '{' q = 0. 

Die Gleichung des Punctes jB' ist nun 

mu + wv -f- pw -\- q = 0^ 
und die der Ebene a': 
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somit befriedigen die Goordinaten dieser El;»ene g , ^, 5 die Gleichung 
des Punctes B' wegen (1.) und es geht also die Ebene a' durch den 
Punct B\ Hieraus folgt: 



Liegen in dem einen Systeme 
mehrere Puncte in einer Ebene, 
so schneiden sich deren entspre- 
chende Ebenen des anderen Sy- 
stems in dem der Ebene entspre- 
chenden Puncte. Somit 

durchläuft in dem einen Sy- 
steme ein Punct eine Gerade, also 
die Schnittlinien zweier Ebenen, 
so umhüllt die entsprechende Ebene 



Gehen in dem einen Systeme 
mehrere Ebenen durch einen Punct, 
so liegen die diesen Ebenen ent- 
sprechenden Puncte des anderen 
Systems in der dem Puncte ent- 
sprechenden Ebene. Somit: 

Dreht sich in dem einen Sy- 
steme eine Ebene um eine Gerade, 
also die Verbindungslinie zweier 
Puncte, so durchläuft der ent- 



im anderen Systeme wieder eine I sprechende Punct im anderen Sy- 



bestimmte Gerade. 



steme wieder eine Ge/ade. 



Wir können zwei solche Gerade wieder als entsprechende be- 
zeichnen. 

Die beiden Systeme 2 und 2J' sind also so beschaffen , dass jedem 
Puncte des einen eine Ebene des anderen , jeder Geraden wieder eine 
Gerade entspricht, und dass, wenn zwei Elemente (Punct, 
Ebene oder Gerade) des einen Systems vereinigt sind, 
auch bei den entsprechenden Elementen des anderen Sy- 
stems dies stattfindet. 

Es entspricht also dem Durchschnittspuncte dreier Ebenen des 
einen Systems die Ebene der drei entsprechenden Puncte des anderen ; 
dem Durchschnittspuncte einer Geraden mit einer Ebene, die Ebene, 
welche durch die entsprechende Gerade und den entsprechenden Punct 
gelegt wird; der Verbindungslinie zweier Puncte die Durchschnitts- 
linie der entsprechenden Ebenen u, s. f. 

Haben wir nun durch Combination der gegebenen Gleichungen 
gefunden, dass in £ gewisse Elemente vereinigt sind, so sind in 27' 
die diesen entsprechenden Elemente ebenfalls vereinigt. Es ergiebt 
sich also aus dem Satze über das System 21 unmittelbar ein Satz über 
das System U' und zwar, wenn in dem ersteren blofs vom Verbinden 
von Puncten, Puncten und Geraden, Geraden, oder vom Durch- 
schnitte von Ebenen, Ebenen und Geraden, Geraden, die Rede ist, 
dadurch, dafs in seinem Wortlaute Punct mit Ebene, Verbindungslinie 
zweier Puncte mit Schnittlinie zweier Ebenen, Durchschnittspunct 
einer Geraden und Ebene mit Verbindungsebenen einer Geraden 
und eines Punctes etc. vertauscht wird. 
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Es mag dieses Gesetz der Reciprocität an einem Beispiele erläu- 
tert werden; wir wählen hierzu die Aufgabe 9 in § 13. 

Es wurde dort gezeigt, dass, wenn die Schnittlinien der gleich- 
bezeichneten Seitenflächen der beiden Tetraeder AB CD und AB'C'U 
in einer Ebene liegen, die Verbindungslinien der gleichbezeichneten 
Ecken sich in einem Puncte schneiden. 

Wir betrachten nun die Ebenen und Ecken der beiden Tetraeder 
als Elemente des Systems 2? und construieren uns das System I^\ 

Der Ecke A entspreche in 2^' die Ebene a, B: ßy C: y, D: d] 
A': «', B': /S', C: y\ D'i d. Dann entspricht der Seitenfläche 
BCD der Durchschnittspunct A der drei Ebenen /J, y, ^; ABC 
der Durchschnittspunkt A der Ebenen ccy ßy y\ ABD der Durch- 
schnittspunct r der Ebenen a, /3, 8\ ACD der Durchschnittspunct 
B der Ebenen a, y, 8 u. s. f. 

Der Durchschnittslinie der Seitenflächen ABC und ÄB'C ent- 
spricht somit die Verbindungslinie ihrer entsprechenden Puncte AA'; 
der Durchschnittslinie youABD und A'B'D' die Gerade TT'; der 
Durchschnittslinie von ACD und A'C'D' die Gerade BB'; endlich 
der Durchschnittslinie von BCD und B'C'D' die Gerade AA'. 
Diese vier Geraden AA', BB', ff', AA' müssen sich in einem 
Puncte 0' schneiden, da ihre entsprechenden Geraden der Voraus- 
setzt!lng nach in einer Ebene liegen. 

Es wurde nun bewiesen, dass die vier Geraden -4 J^', BB\ CC\ 
DD' sich in einem Puncte schneiden, daher müssen im reciproken 
Systeme die entsprechenden Geraden in einer Ebene liegen. Die ent- 
sprechenden Geraden sind aber bezüglich die Schnittlinien der Ebe- 
nen a und a\ ß und /S', y und y\ 8 und 8'y d. h. die Durchschnitts- 
linie der gleichbezeichneten Seitenflächen der beiden Tetraeder AB TA 
und A'B' r'A'. 

Auf diese Weise gewinnen wir also aus dem bewiesenen Satze 
über die beiden Tetrader AB CD und AB' CD' den neuen Satz: 
Liegen zwei Tetraeder AB TA und A'BT'A' derart, dass die Ver- 
bindungslinien der gleichbezeichneten Ecken sich in einem Puncte 
schneiden, so liegen die Schnittlinien der gleichbezeichneten Seiten- 
flächen in einer Ebene. 



Escherich, Einleitung i. d. anal. Geom. d. Ranm. 5 



Viertes Oapitel. 
§20. 

Die Gerade. 

Die Gerade lässt eine zweifache Bestimmungs weise zu: sie ist 
geometrisch bestimmt sowohl durch die Angabe zweier Ebenen, die 
sich in ihr schneiden, als auch zweier Puncte, die in ihr liegen. Sie 
kann demnach auch in zweifacher Weise analytisch dargestellt wer- 
den: sowol durch ein System zweier linearen Gleichungen in Punct- 
als auch in Ebenen-Coordinaten. Dehn die Puncte, deren Coordinaten 
zwei linearen Gleichungen in Punct-Coordinaten zugleich genügen, 
sind beiden Ebenen gemeinsam, die durch diese linearen Gleichungen 
repräsentiert werden, sind also die Puncte der Durchschnittsliuie der 
beiden Ebenen; und die Ebenen, deren Coordinaten zwei linearen 
Gleichungen in Ebenen-Coordinaten zugleich genügen, enthalten beide 
Puncte, die durch diese linearen Gleichungen repräsentiert werden, 
schneiden sich somit in der Verbindungslinie der beiden Puncte, oder 
umhüllen sie, wie man zu sagen pflegt. 

Sind nun etwa 

Ax + By + Cz + D = 0, Ax + B'y + C'^sr -f D' = 

die Gleichungen zweier Ebenen, so kann man ihre Schnittlinie durch 
das simultane System zweier anderen linearen Gleichungen ersetzen, 
die durch Specialisierung der Parameter A und X aus 

K{Ax + J5j/ + C;^ + D) + X{Ax + B'y + Cz + D') = 

hervorgehen, da alle diese Ebenen sich in derselben Geraden schnei- 
den. Aus den durch Individualisirung von A und A' hervorgehenden 
Gleichungen werden wir selbstverständlich zur Darstellung der Geraden 
zwei möglichst einfache wählen, also etwa zwei jener drei Gleichun- 
gen, in welchen A und A' Werthe besitzen, für" welche der Coefficient 
einer der Variablen verschwindet. Diese drei Gleichungen werden 
somit erhalten, indem man den Werth des Verhältnisses A : X aus 
je einer der drei Gleichungen: 

XA + XA = 0, AJB -f A'JB' = 0, AC-f A'C = 

bestimmt. Die Gleichungen selbst haben dann die Form 

/"^ + ö'y + Ä = 0, mx -{- ne -{- p = 0y ry -f- «je? + ^ = 0. 

In jeder dieser Gleichungen ist der einer Coordinate zugehörige 
Coefficient Null, somit «stellt jede derselben eine durch die Gerade 
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gehende und auf einer Coordinatenebene senkrechte Ebene dar, und 
zwar steht die erste senkrecht auf der (XY)-, die zweite auf der 
{XZ)' und die dritte auf der (FZ)-Ebene. Man nennt jede dieser 
Ebenen die projicierende Ebene auf die betreifende Coordinatenebene, 
da in ihr die projicierenden Geraden aller Puncto der gegebenen Ge- 
raden auf diese Coordinatenebene enthalten sind. Der Schnitt jeder 
derselben mit der Coordinatenebene, auf der sie senkrecht steht, ent- 
hält die Projectionen aller Puncto der Geraden auf die betreffende 
Coordinatenebene und heisst deshalb ihre Projection auf dieselbe. Die 
Gleichungen dieser Projectionen in den betreffenden Coordinaten- 
ebenen sind nach § 8 die obigen drei Gleichungen. Durch je zwei 
derselben können wir die Gerade im Räume repräsentieren. 

Analog können wir, wenn die Gerade durch zwei gleichzeitig 
bestehende Punctgleichungen : 

Au + Bv + Cw + D, A'u + B'v + C'w; + D' = 

gegeben ist, dieselben durch zwei andere darstellen, welche aus 

X{Au + Bv + Cw + D) -f X\Äu + B'v + C'w + 2)') = 

für specielle Werthe der Parameter A und A' hervorgehen, da alle 
Puncto, deren Gleichung auf diese Weise erhalten wird, in der- 
selben Geraden liegen. Wir werden selbstverständlich solche Werthe 
wählen , welche die Gleichung vereinfachen , also etwa die, für welche 
einer der Coefficienten der Variablen u, v^ w in der neuen Gleichung 
verschwindet. Diese Werthe liefern die drei Gleichungen 

XA + k'A' = 0, IB + A'JB' = 0, W+ k'C = ; 

die diesen Werthen entsprechenden Punctgleichungen haben somit 
bezüglich die Form: 

rv -|- SM? + ^ = 0; ♦^w + w^ + P = 0, fu -{- gv -\-h = 0, 
Jede derselben stellt nach § 15 den Durchschnittspunct der Geraden 
mit einer Coordinatenebene dar und zwar die erste mit der {YZy, 
die zweite mit der (XZ)- und die dritte mit der (ZF) -Ebene dar. 
Je zwei derselben können zur Repräsentation der Geraden dienen. 

§ 21. 
Die Gonstanten in den Gleichungen der Geraden. 

Wir wollen nun die geometrische Bedeutung der Constanten, 
welche in diesen vereinfachten Gleichungen einer Geraden auftreten, 
zu eruieren suchen. 

Es seien 

Z^ + ^'y + Ä — O, ma; + w;8? +|) = 0, ry -^ S0 -\' t =^0 
die Gleichungen der drei die Gerade projicierenden Ebenen. Je zwei 
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derselben stellen die Gerade dar und es kann daher jede durch Eli- 
mination der gemeinsamen Coordinate aus den beiden anderen abge- 
leitet werden. 

Von den drei Gleichungen wählen wir etwa die beiden, welche 
die Projectionsebene auf die (XZ)- und (FZ) -Ebenen darstellen, 
zur Repräsentation der Geraden. Dieselbe denken wir uns demnach 
durch zwei Gleichungen von der Form 

^ = tn;er -j-jj, y = nz -{- q 
individualisiert. Setzen wir hierin j8? = 0, so finden wir 

x = p, y = q, 
d. h. p und q sind die Goordinaten des Durchschnittpunctes der Ge- 
raden mit der (XZ)-Ebene. Sind daher x^ y, die Goordinaten 
irgend eines Punctes der Geraden und ist r seine Entfernung vom 
Puncte jp, g, 0, so ist nach § 4, 2 

^ =3 cos a; = cos p; — = cos y, 

wo a, /3, y die Winkel sind, welche die Gerade bezüglich mit der 
X-, Y' und Z'Axe bildet. Da nach der Voraussetzung aber x, y, z 
ein Punct der Geraden ist, so müssen seine Goordinaten den Gleich- 
ungen der Geraden genügen und es ist somit 

X — p = m0j y — q = n0 , 
daher 

SS z 

cos a = iw - , cos /} = w - , 

oder 

cos a cos B ,^ ^ 

cos y ' cos y ^ ^ 

Vermöge der Relation § 3, 4 

cos a^ -j- cos j3^ + cos y^ = 1 

lassen sich nun die Winkel «, ß^ y, welche die Gerade mit den Axen 
bildet, durch die Gonstanten m und n der Geraden ausdrücken; es 
ist nämlich 

cos y = - ^= ; cos p = - — _r = ; cos u == ,. = (2.) 

wo die Wurzel dasselbe Zeichen besitzt, aber positiv oder negativ 
genommen werden kann, da sich die Winkel, deren Cosinus entgegen- 
gesetzte Zeichen haben, um 180^ von einander unterscheiden.' 

Auch die Coefficienten in den Gleichungen der Durchschnittspuncte 
der Geraden mit den Coordinatenebenen haben einfache geometrische 
Bedeutung. Da jedoch dieselbe für das Folgende ohne Belang ist, 
so wollen wir auf die Untersuchung dieser Bedeutung nicht weiter 
eingehen. 
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§21. 

Winkel zweier Gteraden. 

Die vorhergehenden Formeln ermöglichen es, den Winkel, den 
zwei durch ihre Gleichungen gegebene Gerade mit einander bilden, 
zu berechnen. Sind nämlich 

X = mz -{- p , y =: nz -{- q 

die Gleichungen der einen und 

X = m'e + p', y = ne + i 

die Gleichungen der anderen Geraden, so sind die Winkel a, ß, y, 
welche die erstere, und die Winkel «', ß\ y\ welche die zweite be- 
züglich mit der X-, Y- und Z-Axe bildet, durch die Formeln ge- 
geben § 20, 2 

1 /» n tn 

cos y = — ; cos p == = ; cos a = 



4 ' ' 

cos y = -, : cos ß = „ l^^^:-tz_ -i cos a = -— 



daher ist nach § 4, 5 der Winkel '^f den die beiden Geraden ein- 
schliefsen, durch den Ausdruck bestimmt 

cos -ö* = cos a cos a + cos ß cos /3' + cos y cos y' 
ww' + nn' -f- 1 

Hieraus kann man nun die Relationen ableiten, die zwischen 
den Constanten der Gleichungen der beiden Geraden bestehen müssen, 
damit dieselben entweder senkrecht auf einander stehen, oder zu ein- 
ander parallel seien. 

Sollen die beiden Geraden senkrecht auf einander 
sein, so mufs -ö* = 90®, also cos d-'^-O sein, somit drückt 

mm' + wn' + 1 = (2.) 

die Bedingung aus, unter welcher die beiden Geraden 
senkrecht aufeinander stehen. Ist -ö* = 0, also C0S'9'=1, so 
sind die beiden Geraden zu einander parallel. Dann mufs aber 

mm' + ww' + 1 = j/m'^ -f w^ + 1 /m'^ + w'^ +T, 
also 

{mn — m'ny •■{- {m — m'y + (^ — ^'Y =^ . 

Die Summe dieser drei positiven Gröfsen kann aber nur Null 

sein, wenn jede derselben Null ist. Diese drei Ausdrücke verschwinden 

nun, wenn 

m =s m\ n =^ n' (3.) 

ist. Somit drücken diese beiden Gleichungen die Beding- 
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ung aus, unter der die beiden Geraden zu einander paral- 
lel sind. Dieselben zeigen, dafs dann die Ebenen, welche die beiden 
Geraden auf dieselbe Coordinatenebene projicieren, zu einander parallel 
sind, wie wir denn umgekehrt aus dieser geometrischen Thatsache 
die obigen Bedingungsgleichungen für den Parallelismus der beiden 
Geraden hätten ableiten können. 

§ 22. 
Winkel einer Geraden und Ebene. 

Um den Winkel zu berechnen, den eine Gerade und eine Ebene 
mit einander bilden, geben wir von der Bemerkung aus, dafs dieser 
Winkel jenen zu 90® ergänzt, welchen die Gerade mit dem Perpen- 
dikel auf die Ebene einschliefst. Die Winkel, die dieses Perpen- 
dikel mit den Axen bildet, sind aber durch die Gleichung der Ebene 
§ 7, 2 gegeben und daher auch der Winkel, den diese beiden Geraden 
einschliefsen , leicht bestimmbar. 

Es sei 

ÄX + By + C0 + D=^0 

die Gleichung der Ebene, und 

X = mz + P; y = Wjsr + 2 

seien die Gleichungen der Geraden. 

Bezeichnen a, /3, y die Winkel, welche das Perpendikel auf die 
Ebene bezüglich mit der X-, Y- und Z-Axe einschliefsen, so ist 

A a B G 

cosa=r^ — ; cosp=r7 = : cosy= ,, -^ ^> 

wo für die allgemeine Wurzel jenes Zeichen zu nehmen ist, durch 
wftlp.hpa . ~" positiv wird: die Winkel A, u. v. welche die 

VÄF+ B^+C^ 9 rf y 

Gerade bezüglich mit der X- Y- und Z-Axe bildet, sind wieder durch 
die Formeln gegeben § 20, 2 

^ m n 1 

cosA=-^=: costt=,-=_^ ; cosi/ = ,. 

Bezeichnet daher d" den Winkel, den die Gerade mit der Ebene 
bildet, so ist 90® — d' der Winkel, den dieselbe mit dem Perpendikel 
einschliefst und daher 

. ^ Am + Bn+C ' ,, ^ 

VA^ + JB« + C« Km« + n«+l ^ ^ 

Aus dieser Formel kann man nun die Bedingungen ableiten, 
unter welchen eine Gerade auf einer Ebene senkrecht steht, oder ihr 
parallel ist. 
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Für den Fall des Parallelismus ist ^ = und drückt daher 

^m + JBn + C = (2.) 

die Bedingung aus^ dafs die Gerade d^r Ebene parallel sei. 

Zu derselben Relation gelangt man durch Berechnung der Goor- 
dinaten des Schnittpunctes der Geraden und der Ebene. Dieselben 
stellen sich als drei Quotienten mit demselben Nenner dar und werden 
somit cx>, wenn letzterer Null wird. Das Verschwinden dieses Nenners 
drückt also die Bedingung aus, unter welcher sich die Gerade und 
Ebene in einem unendlich fernen Puncto schneiden, d. h. parallel sind. 

Für den Fall des Senkrechtstehens ergiebt die obige Formel aus 

(Am + jBn + Cf = {A" + ^ + C^) (m' + w^ + 1), 
oder 

(An — BmY + {A — CmY + (!?-> Cny = 0, 

welche Gleichung nur bestehen kann, wenn jeder Summand der 
Summe verschwindet; wenn also 

A = Cm, B^'Cn. 
Es ist somit 

A:B:C=m:n:l (3.) 

die Bedingung, dafs die Ebene und Gerade aufeinander 
senkrecht stehen. Aus diesen Gleichungen folgt die Thatsache, 
dafs die Projection der Geraden auf eine Goordinatenebene senkrecht 
steht auf der Schnittlinie der Ebene mit dieser Goordinatenebene. 
Denn aus 

folgt A^B 

Die erste Gleichung zeigt aber, dafs die beiden Geraden in der 
(XZ)-Ebene, deren Gleichungen 

Ax -j- Cb-^- D = und x = mis -]- p, 

sind, — von denen also die erste die Durchschnittslinie der Ebene 
mit der (X^)-Ebene und die zweite die Projection der Geraden 
auf dieselbe darstellt — und die zweite, dafs die Geraden in der 
(Z Y)-Ebene 

By -^ C0 -{- D = und y = wjst + g 

aufeinander senkrecht stehen. 

Aus diesem geometrisch evidenten Umstände hätte mau wieder 
umgekehrt die Bedingung ableiten können, unter welcher eine Ebene 
und Gerade auf einander senkrecht stehen. 
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§ 23. 

Bedingung, dafs eine Gerade in einer Ebene liegt und zwei 

Gerade sich schneiden. 
Sind 

A^x + JS^y+C,0 + D, = 0, A^x + B^y + C,0 + D^ = O 

die Gleichungen einer Geraden, so läfst sich der Gleichung jeder 
Ebene, welche durch dieselbe hindurchgeht, die Form geben 

A, (A,x + B^y + C,^ + A) + h (^2^ + -^22/ + C,z + D^) = 0. 
Soll daher die Gerade in der Ebene 

Ax + By+Cz + D = 

liegen, so müssen sich die A^ und Aj darart bestimmt lassen^ dafs die 
Identität besteht 

k, {A,x + B,y + G,z + A) + h (^i^ + Bzy + G,z + D,) 

= Ax + By-\-Cz + D . 

Da diese Identität für alle Werte von x, y, z gelten soll, so müssen 
die A] und A.^ den Gleichungen genügen: 

A^-4i + Aj-äj — -4 = 

AiJBi + AjBj — 5 = 

A,C, + A2C2-(7=0 
Ai2)i + A2D2 — 2> = 0. 

Damit nun diese Gleichungen sollen zusammenbestehen können, 
müssen die Werte von Aj und Aj aus zweien derselben berechnet 
den beiden anderen genügen; es mufs also die Determinante von 
zweimal drei dieser vier Gleichungen verschwinden. Da dann die 
Werte von Aj und Aj allen vier Gleichungen genügen, so verschwindet 
auch die Determinante von je drei der vier Gleichungen. 

Die Bedingung; dafs die Gerade in der Ebene liegt, 
wird also durch die vier Gleichungen ausgedrückt 
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von denen aber je zwei die Folge der beiden anderen sind. 
Sind die Gleichungen der Geraden in den speciellen 
Formen gegeben 
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so redacieren sich die vier Determinanten auf die beiden 
Kelationen 

Am + Bn-\-C = 0, Ap + Bq + D = 0. (2.) 

Wir wollen dieselben noch in anderer Weise ableiten, die auch 
angewandt werden kann, wenn die Gleichungen der Geraden in der 
allgemeinen Form gegeben sind. 

Da für jeden Punct der Ebene, der zugleich ein Punct der Ge- 
raden ist, die X' und y-Coordinaten desselben vermöge der Gleich- 
ungen der Geraden durch die ;sr-Coordiuate ausgedrückt werden, so ist 
für jeden Punct der Geraden 

{Am + Bn+G)0 + Ap + Bq-{-D^O. 

Diese Gleichung kann aber nur dann für alle möglichen Werte 
Ton z bestehen, wenn 

Am'\-Bn+ C=0, Ap + Bq + D = 0. 

2) Zwei Gerade liegen im Allgemeinen nicht in einer Ebene und 
es werden daher bei zwei solchen Geraden die Coustanten ihrer Gleich- 
ungen gewissen Bedingungen genügen müssen, die sich unmittelbar aus 
der Thatsache ergeben, dafs beide Geraden einen Punct gemeinsam 
haben müssen. ^ 

Sind nämlich 

A,x + B,y + C,z + D, = 0; A^x + B^y + C^z + D.^ = 
die Gleichungen der einen und 

A^x + B^y + C(z + B{= ; A^x + ^/y + C^^ + 2),'== 
die der anderen Geraden, so müssen die Coordinaten g, i;, g des 
Durchschnittspunctes der beiden Geraden jeder dieser Gleichung ge- 
nügen, d. h. es müssen die vier Gleichungen zusammenbestehen 

^jS + Bjij + C,g + Dj =0 
ä;1 + B(ri + Ca + D,' = 
A^l + B^Ti + Cj'g + D/ = . 

Dies ist aber nur möglich, wenn ihre Determinante verschwindet. 
Somit ist die Bedingung, dafs sich die Geraden schneiden: 
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Sind die Gleichungen der Geraden in der Form gegeben 
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X = m0 -{- py y = nz -^^ q, 
. X = mg -j- p\ y = nz + S^'? 

so rcfduciert sich die obige Relation auf den einfacheren 
Ausdruck 

^:=-^, = ?^^, . (2'.) 

m — m n — n ^ ^ 

Man hätte diese Relation auch dadurch ableiten können^ dafs man 
den Wert von z aus je zwei unter einander stehenden der obigen 
Gleichungen berechnete. 

Die Berechnung der |, iy, g der Coordinaten des Durchschnitts- 
punctes der beiden Geraden aus dem obigen Gleichungssysteme liefsen 
auch die Bedingungen erkennen; unter welchen sich die beiden Ge- 
raden in einem unendlich fernen Puncte schneiden, also sie zu ein- 
ander parallel sind. Dies wird stattfinden, wenn der gemeinsame 
Nenner von |, i^, g verschwindet, so dafs das gleichzeitige Ver- 
schwinden dieser Determinante und der des Gleichungssystems (1'.) 
die gesuchte Bedingung für die Parallelität der beiden Geraden aus- 
drückt. Im Falle jede der beiden Geraden durch die Gleichungen 
ihrer Projectionsebenen auf die (XZ)- und (YZ) -Ebene dargestellt 
wird; ergeben sich hieraus wieder die einfachen Bedingungsgleichungen 
des § 21. 

3) Wir wollen schliefslich noch die Gleichung der Ebene, welche 
durch die beiden sich schneidenden Geraden gebildet wird; aufstellen. 

Es seien k^, Aj, A3, A4 noch unbestimmte Parameter; die Gleichung 

A, {A^x + B,y + G,z + D,) + A^ {A^x + B^y + G^z + A) = 

gehört einer Ebene an, welche durch die eine, und 

A3 {A;x + B^y + C;z + BO + A4 {A^x + B,'y + C,'z + B,') = 

einer Ebene ; welche durch die zweite Gerade geht. Die Gleichung 
der Ebene ; welche durch beide Gerade hindurchgeht; mufs sich somit 
auf jede dieser Formen bringen lassen. Es müssen also die Parameter 
derartig sein, dafs man identisch hat: 

A, (A^x + B,y + C.« + D.) + X, (A,x + S,y + C^z + D,) 

= X., {A,'x + B{y + C;e + D,') + A, {A^x + B^y + C^z + 2),') 

oder 

(A, ^, + Aj ^,) a; + (A, 5, + Aj JBj) y + (A, C, + Aj Cj) ;? + Ai D, + Aj 2), 
= (A3 ^,'+ A, A;) a;+(A, B,'+ A, B^) y+(A3C/+ A.O^) z + A3 2),'+ K A'- 

Diese Identität kann für alle möglichen Werte von Xy y^ z nur be- 
stehen; wenn die Aj; Aj, A3; A4 den Gleichungen genügen 
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Aj (7i + ^2 Gj — A3 C|'-~ A^ C/2=» 

Aus diesen vier homogenen Gleichungen lassen sich aber stets die 
Verhältnisse der A„ l„ X„ l, bestimmen, da ihre Determinante in 
Folge der Voraussetzung^ dafs die beiden Geraden sich schneiden, 
2 (1'.) verschwindet. Bezeichnet man mit a| , a.^, «3, a^^die Subdeter- 
minauten jener Elemente einer Zeile in der Determinante der vier 
Gleichungen, die mit den a gleiche Indices haben, so ist 

1 * 2 " 3 • 4 " " ^1 • ^2 • 3 • 4 

Die Substitution der sich hieraus ergebenden Werte von ^^ oder ~ 
liefert dann die Gleichung der gesuchten Ebene. 

§ 24. 
Aufgaben. 

Da die Gerade durch zwei Gleichungen ausgedrückt wird^ deren 
einfachste Form 

a; = wjef+l>> y = w^ + g 

ist und dieselben vier Constante m, n, p, q enthalten, so sind zur 
Bestimmung einer Geraden im Räume vier von einander unabhängige 
Bedingungsgleichungen notwendig. Wie wir sahen, liefert die Be- 
dingung, dafs eine Gerade zu einer Ebene parallel oder zu einer 
anderen Geraden senkrecht sei; oder eine zweite schneide, je eine 
Bedingungsgleichung; dafs sie durch einen gegebenen Punct gehe, 
in einer gegebenen Ebene liege, auf einer Ebene senkrecht stehe, 
einer anderen Geraden parallel sei, je zwei Bedingungsgleichungen. 
Somit ergeben sich die folgenden Aufgaben: 

1) Die Gleichungen der Geraden aufzustellen, welche 
durch zwei gegebene Puncte geht. 

Es seien a:, , y^, z^ und ajj, yi-i ^2 ^^® Coordinaten der beiden 
gegebenen Puncte, 

a; = mj8f+|), y = wj» + g 

die gesuchten Gleichungen der Verbindungslinie dieser beiden Puncte. 
Die unbekannten Grössen m, n, j), g in diesen Gleichungen müssen 
aus der Bedingung bestimmt werden, dafs die Gerade durch die 
beiden gegebenen Puncte gehe, also aus den Gleichungen 

x^^mz^+p, 3/2 = ^^2 + 2^ 
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woraus sich als die beiden Gleichungen der Geraden 
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ergeben. 

Mit dieser Aufgabe ist auch die andere gelöst: 

Aus den Gleichungen einer Geraden in Ebenencoor- 
dinaten ihre Gleichungen in Punctcoordinaten zu finden, 
und umgekehrt. 

Denn die Gerade, welche durch die beiden Gleichungen in Ebenen- 
coordinaten repräsentiert wird: 

Au + Bv + Cw + D = und Au + B'v + Gw + 2)'= 0, 

ist die Verbindungslinie der beiden Puncte 

AB C 



_ Ä 

^2 '^'1 



B 

__ B' 

y-i — ^' ; 



^2 — J)' 



Ist umgekehrt die Gerade durch zwei Gleichungen in Punctcoordinaten 
dargestellt, so repräsentieren die Gleichungen ihrer Durchschnitts- 
puncte mit zwei Coordinatenebenen § 8 und § 15 dieselbe Gerade. 

Wegen dieser leichten Transformierbarkeit der Gleichungen der 
Geraden aus Ebenen- in Punctcoordinaten, und umgekehrt, werden 
wir im Folgenden ihre Gleichungen zumeist in Punctcoordinaten vor- 
aussetzen und von dieser Voraussetzung nur dann abgehen , wenn es 
besondere Umstände — die zumal bei blofsen Lagebetrachtungen ein- 
treten — erfordern. 

2) Von einem gegebenen Puncte auf eine gegebene 
Ebene eine Normale zu fällen. 

Es seien x^, ^p 0^ die Coordinaten des gegebenen Punctes und 

Ax + By+C0 = O 

die Gleichung der gegebenen Ebene. Nimmt man 

X = m0 -{-Pf y = nz -^ q 

als die Gleichungen der gesuchten Geraden an, so müssen die Con- 
stanten m, n, jp, q den Gleichungen genügen 

x^ = m0i+p, yi = wxr, -fg, 

vermöge welcher p und q sich durch m und n ausdrücken lassen. 

Die beiden Gleichungen der Geraden erhalten durch diese Elimination 

die Gestalt 

x--x^=m(0 — 0{)] y — yx^n{0 — z^). 

In Folge der Bedingung, dafs die Gerade auf der Ebene senkrecht 
stehen soll, ist aber § 22 
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A = mC, B = nC 

und somit 

oder X — xi y — yi z_^ Z\ 

~Ä ~ B '^ C 

die Gleichungen der gesachten Normale. 

3) Von einem gegebenen Puncte eine Ebene senkrecht 
auf eine gegebene Gerade zu fällen. 

£s seien x^, y^, Zy die Goordinaten des gegebenen Punctes und 

X ^= mz -\- p^ y = nz '\' q 

die Gleichungen der gegebenen Geraden. 

Da die gesuchte Ebene durch den Punct x^y y^^ z^ gehen soll, 
so hat ihre Gleichung die Form 

A{x-x,) + B{y- y.) + CJ (;?-«,) = 0, 

WO die A, By C erst den Bedingungen der Aufgabe gemäfs zu be- 
stimmen sind. Da nun die Ebene auf der Geraden senkrecht stehen 
soU^ so sind die Ä, B, C durch die Gleichungen gegeben § 22 

A : B : C = m :n : l 
und daher ist 

m (a; — a:,) + n (y — y,) + (^ — 0,) = 

die Gleichung der gesuchten Ebene. 

4) Die Gleichung der Ebene zu finden, welche durch 
eine gegebene Gerade geht und auf einer gegebenen Ebene 
senkrecht steht. 

Es sei Ax + By+Cz + D = 

die Gleichung der gegebenen Ebene und 

X = mz -{- p, y = nz -\- q 

seien die Gleichungen der gegebenen Geraden. 

Ist dann A'x + B'y -{- Cz + jD'= 

die Gleichung der gesuchten Ebene, so unterliegen die Gonstanten 
A\ J5', C\ D' den Bedingungsgleichungen [§23, Formel 2; § 12, 3] 

Am + B'm + C =0 

Äp +Bq -hD=0 

A'A + B'B + CV =0. 

Aus der Forderung , dafs für jeden Punct Xy y, z der Ebene diese 
drei Gleichungen mit der obigen zusammen bestehen sollen, ergiebt 
sich als Gleichung der gesuchten Ebene 
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5) Die Gleichung einer Ebene zu finden, die durch 
einen gegebenen Punct und eine gegebene Gerade geht. 

Es seien x^, y^, e^ die Coordinaten des gegebenen Punctes und 

X = mg -{- py y ^= nz -{- q 
die Gleichungen der gegebenen Geraden. Wird dann 

Ax + By + Cz + D = 

als Gleichung der gesuchten Ebene angenommen ; so bestehen zur 

Bestimmung der Constanten A, B^ C, D die Gleichungen (§ 23, 

Formel 2) 

Äx^ + By^ + Cßi + D=:0 

Äm + Bn +C =0 

Äp +Bq +Z) = 0. 

Da diese drei Gleichungen mit der obigen vierten zusammen bestehen 
sollen, so ist die Gleichung der gesuchten Ebene 

X , y , e , l 

^i; Vi} ^1» 1 
w, w , 1 , 

p , q , , 1 

6) Es soll die Gleichung der Ebene aufgestellt werden, 
welche durch zwei gegebene Puncto geht und einer ge- 
gebenen Geraden parallel ist. 



0. 



Es seien ^, , y^ 



^1? ^2f 



y.y, 02 ^^^ Coordinaten der gegebenen 



Puncto und 

X = mis + i), y ^^ ne -{■• q 

die Gleichungen der gegebenen Geraden. 

Ist dann Ax + By + C0 + D = O 

die Gleichung der gesuchten Ebene , so sind die Constanten A, B, 
C, D aus den Gleichungen zu bestimmen (§ 21) 

Ax^ +By^ + C0^+D^O 

Ax^ +By2 + C02 + I> = O 

Am + Bn + C =0. 

Damit nun diese drei Gleichungen mit der obigen zusammen bestehen 
können, mufs die Determinante der vier Gleichungen verschwinden; 
also ist 
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X , y , z , l 
Vif ^i, 1 

w, n, 1 , 

die Gleichung der gesuchten Ebene. 

Ganz analog ist die Lösung^ wenn statt der Coor- 
dinaten -der beiden Puncte die Gleichungen ihrer Ver- 
bindungslinie gegeben sind. Es treten dann in den obigen 
Gleichungen blos an Stelle der Bedingungsgleichungen, dafs die 
beiden Puncte in der gesuchten Ebene liegen sollen, jene für die 
Incidenz einer Geraden und einer Ebene (§ 23, Formel 2). 

7) Die Gleichung einer Ebene zu finden, die zwei ge- 
gebenen Geraden parallel ist und durch einen gegebenen 
Punct geht. 

Es seien x «== ms + 1>> y «^ w;? + g 

die Gleichungen der einen, 

X =a mz -\- p, y = nz + q 

die Gleichungen der anderen Geraden, und x^^ y^, z^ die Coordinaten 

des gegebenen Punctes. 

Stellt dann 

Ax + By+Cz + D^O 

die Gleichung der gesuchten Ebene dar, so bestehen zur Bestimmung 
der Constanten A, B, C, D die drei Gleichungen § 21 

Äx^ +Byi + Cz^ + D = 
Am + Bn + C =0 

Avn+Bri + C =0. 

Daraus erhält man in bekannter Weise als Gleichung der gesuchten 

Ebene 

X ^ V . z 
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8) Die Gleichungen einer Geraden zu finden, welche 

zwei gegebenen Ebenen zugleich parallel ist und durch 

einen gegebeneu Punct geht. 

Es sei 

Ax + By-\-Gz + D = 

die Gleichung der einen, 
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A'x + li'y + C'z + 2> = 

die Gleichung der anderen Ebene, und ic, , y, , 0^ seien die Coor- 
dinaten des gegebenen Punetes. 

Da die Gerade durch diesen Punct gehen soll; so haben ihre 
Gleichungen die Form 

Zur Bestimmung der Constanten m und n dienen die beiden Gleich- 
ungen (§ 21) 

Am + Bn + C = 0, Am + Bn + C'== 0. 

Da die gesuchte Gerade der Schnittlinie der beiden Ebenen parallel 
ist, so ist damit auch die Aufgabe gelöst: 

Die Gleichung einer Geraden zu finden, welche durch 
einen gegebeneu Punct geht und einer gegebenen Geraden 
parallel ist. 

Denn jede der beiden Gleichungen der gegebenen Geraden stellt 
eine Ebene dar, zu welcher die gesuchte Gerade parallel ist. 

9) Die Gleichungen der Geraden zu finden, welche 
durch einen gegebenen Punct geht und auf einer gegebenen 
Geraden senkrecht steht. 

Diese Aufgabe bedarf keiner weiteren Erörterung, da sich mittelst 

der vorhergehenden Aufgabe unmittelbar die Gleichungen zweier 

Ebenen bestimmen lassen, in denen die gesuchte Gerade liegt. Dieselbe 

ist nämlich sowohl in der Ebene enthalten, welche durch die gegebene 

Gerade und den Punct gelegt wird (Aufgabe 5), als auch in der 

Ebene, welche vom Puncte senkrecht zur gegebenen Geraden con- 

struiert wird (Aufgabe 3). • 

Sind daher 

X = mis -{- py y = nz -j- q 

die Gleichungen der gegebenen Geraden und a:^, j/j, 0^ die Coordinaten 
des gegebenen Punetes, so sind die Gleichungen der Geraden 

m{x — x^) + n{y-' y^) + {0 — ^,) = 

1 
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n 
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= 0. 
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10) Die Gleichungen der Geraden, welche auf zwei 
gegebenen Geraden zugleich senkrecht steht und den Ab- 
stand derselben zu finden. 
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Es seien x = mz +1^; y = w^er + g 

die Gleichungen der einen und 

X = mz +i)', y ^=nz -\- q 

die Gleichungen der anderen Geraden. 

1. Aus der Bemerkung^ dafs die gesuchte Gerade senkrecht steht 
auf der Ebene ^ welche beiden Geraden parallel ist^ ergeben sich 
unmittelbar ihre Neigungswinkel gegen die Coordinatenaxen. Denn 
die Gleichung der Ebene, welche etwa durch die erste der beiden 
Geraden parallel der anderen gezogen wird, ist nach Aufgabe 6 

y , z, l 

0, 1 

1, 

1, 

oder, indem man diese Determinante nach den Elementen der letzten 
Colonne entwickelt: 

q, 
n, 1 
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Bezeichnen daher a, /3, y die Winkel, welche die gesuchte Gerade 
bezüglich mit der X-, Y- und Z-Axe bildet, so sind dieselben nach 
§ 20, 2 durch die Formeln gegeben: 



cos « = 



cos ß = 



cos y = 



n — n 



ff» — m 



y{tn — w')* + (n — n')* + (wn — w'n)* 

ti «i — t» w 



(l.) 



V(m — m')« + (n — n'y + (mn' — w'n)« 

Diese Formeln lassen noch einige Umwandlungen zu, indem man 
m, n, m', n' durch die Winkel ausdrücken kann, welche die beiden 
gegebenen Geraden mit den Axen einschliefsen. Bezeichnen A, ^, i/ 
die Winkel, welche die erste, A', f*', v' diejenigen, welche die zweite 
Gerade bezüglich mit der X-, Y- und Z-Axe bildet, so ist 



m = 



m 



cos l 
cos V 

cos l' 



n = 



cos (l 



cos y 



' > 



n 



cos y 

^ cos fJL 

cos V 



■' 7 



somit 



y(jn — m) + (n — w')^ + (***^' — mn)'^ 

;y/[(C0S A cos (l— COS A' COSf*)^ + (cosficosv'- 

C08 V cos V 

+ (cos A cos 1/'— cos A' cos i/)^]. 

Esohericb, Einleitung: i. d. anal. Oeom. d. Baum. 



COSVCOSfi')^ 



6 



82 



I. Abschnitt. Viertes Capitel. Die Gerade. 



Der Ausdruck unter dem Wurzelzeichen ist aber nach § 4, 6 sin {g, g) 
wenn mit (^, g) der Winkel bezeichnet wird, den die beiden Geraden 
einschlief sen. Hieraus ergeben sich für a, /3, y die Formeln 



cos a = 



cos l cos V— cos X' cos V 



sin i^, 9) 
COS y = 



cos ß 



cos fi cos V — cos V cos ft> 



cos X cos fJL* — cos X' cos fjk 



8in(^,^') 



Man ist nun (Aufgabe 6) im Stande, die Gleichungen der beiden 
Ebenen zu bestimmen, welche durch je eine der gegebenen Geraden 
gehen und die gesuchte Gerade enthalten. Ihr System repräsentiert 
somit die gesuchte Gerade. 

2. Das zwischen den beiden Geraden enthaltene Stück dieser 
Geraden, die auf beiden zugleich senkrecht steht — der Abstand der 
beiden Geraden — ist offenbar gleich dem Abstände irgend eines 
Punctes der einen Geraden von der Ebene, welche ihr parallel durch 
die andere hindur.chgelegt wird. Ist also x^ y, ein Punct der zweiten 
Geraden, so ist § 12, 5 wenn d den Abstand der beiden Geraden 
bezeichnet. 
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V{m — w'j2 _j_ (ti — n')* + (mn — m'n)^ 

WO die Wurzel jenes Zeichen erhält, welches den Ausdruck positiv 
macht, oder da .^ ^ ^'^ ^ p'^ y = ^'^ _j_ ^'^ 
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rf=-— ,/_ , , , 

V{m — m')* -f (w — n)^ + {mn — m'ny 

Die erste der beiden Determinanten des Zählers kann man nun in 
die Summe zerlegen: 
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In dieser verschwindet aber die erste Determinante, da die gleich- 
stelligen Elemente ihrer ersten und letzten Zeile sich nur um einen 
gemeinsamen Factor von einander unterscheiden. Es ist somit 
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y(m — w')* + (w — n'Y + (wn — ww')» 

(i? — 1?') (n — n) — (g — g') (m — w') 

— — ■ — — — . 

Yim — m'y -^ {n — n)^ + (wtir— w'w)* 
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Dies ist nun der gesuchte Ausdruck für den Abstand der beiden 
Geraden. Die Wurzel erhält darin das Zeichen, welches den Aus- 
druck positiv macht. 

3. Durch eine kleine Transformation dieses Ausdruckes ergiebt 
sich der aus der Elementar-Geometrie bekannte Satz, dafs der Ab- 
stand der beiden Geraden auch ihre kürzeste Entfernung ist. 

Zu diesem ßehufe führen wir statt der Gröfsen p^ q, p', q, 
welche die Coordinaten der Durchschnittspuncte der beiden Geraden 
mit der (XY)- Ebene sind, die Coordinaten irgend welchen Punctes 
jeder Geraden ein. Sind nun x, y, die Coordinaten eines Punctes 
der ersten und x\ y, z die eines Punctes der zweiten Geraden, so geht 
durch die Substitution 

p =^ X — mz ^ q = y — nz 
p= X — mV, g'= y — nz 
die obige Formel über in 

, {x — x) {n — «') — (y — y) (^ ~ w) + (^wi»*' — w'n) {z — /) 

K(t» — mf + (n — nf + (mw' — w'w)* 
oder wegen (1.) 

d = (x — x) cos a + (2/ — y) cos /3 + (-2^ — /) cos y. 

Bezeichnet man nun mit r den Abstand der beiden Puncte x, y, z 
und x\ y'j z\ femer mit oj, 9, 1/; die Winkel, welche r bezüglich 
mit der X-, F- und Z-Axe bildet, so ist 

X — x'= r cos o, y — y'= r cos % z -— /== r cos ^ . 

Substituiert man diese Werte in dem Ausdrucke für d, so erhält man 

d = r (cos a cos o -j- cos ß cos cjp -f- cos y cos ^) . 

Der Coefficient von r in diesem Ausdrucke ist aber cos -d*, wenn '9' 

den Winkel bezeichnet, den die Geraden r und d mit einander ein- 

schliefsen. Es ist somit 

d = r cos d'. 

Diese Formel zeigt, dafs man stets ein rechtwinkliges Dreieck con- 
struieren kann, in dem r die Hypothenuse, d eine Kathete und d' 
der ihr anliegende Winkel ist: also ist stets d <. r, wie früher be- 
hauptet wurde. 

11) Eine Ebene teilt den Winkel zweier Ebenen derart, 
dafs die Sinus der Teile dieses Winkels in einem bekann- 
ten Verhältnisse zu einander stehen. Es ist die Beziehung 
zwischen den Gleichungen der Durchschnittspuncte dieser 
drei Ebenen mit einer gegebenen Geraden aufzufinden. 

Es seien 

f7^ a,a; + 6,j/ + c, ^ + ^1 = 0; F^ a^x + h^y -f- Cj^s? + ^2 = 

6* 
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die Gleichungen der gegebenen Geraden; 

E, = A^x + B^y + G^z + D^ ; E^ = A,x + B^y + 6^ + D^ 

die Gleichungen der beiden Ebenen. Ist dann — A die Verhältnis- 
zahl, in welcher die Sinus der Neigungswinkel dieser dritten Ebene 
J^Jg = gegen die beiden anderen Ebenen zu einander stehen, so ist 

E,^E,+IqE^,^oq^ y^^±^^^ (§ 12,.6) ihre Gleichung. 

Die Gleichung des Durchschnittspunctes dieser Ebene mit der Geraden, 
d. h, mit den sie darstellenden beiden Ebenen ist somit (§ 16) 



u 



a. 



üc 



V , W y 1 

A,+ IqA^, B,+ XqB,, C,+IqC,, D,+IqD, 
oder nach einem bekannten Satze 
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Nun ist aber 
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= 0. 
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^\J ^\7 ^1> -^1 

die Gleichung des Durchschnittspunctes der Geraden mit der Ebene 
jE?4 und 
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D. 



-^2 > -^2» ^2> -^2 

die Gleichung des Durchschnittspunctes derselben mit der Ebene E^^ 
Somit stellt sich die Gleichung des gesuchten Punctes in der Form dar: 

Aus dieser Form der Gleichung des Durchschnittspunctes können wir 
eine sehr erhebliche Folgerung ziehen. Bezeichnen wir rmmlich mit 
P3 diesen Punct, so ist 






= Xq 
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Bezeichnen (31), (32) die Winkel, welche die Ebene E^^E^ + lE^ 
bezüglich mit E^ und E2 bildet, so ist § 12, 6 

fidu (13) ^^ _ ^ 
sin (32) ~ Q ' 
somit ist 

P,P^ . 8in^(l3) _ ^ 

PsP, • Bin (32) ~ ^^ 

WO G blos von den Constauten der vier Gleichungen U, V, E^ und 
JEj abhängt. Schneidet daher eine vierte Ebene E^ = 0, welche durch 
die Gerade -E, = 0, J^j = geht, die Gerade J7 = 0, F=0 in 
einem Puncte P4, so ist wiederum 

P,P4.Bin_(14)_p 
P4 P, " sin (42) "" ^ ' 
daher ist 

^PiZ» . ?• ^< = ???_fJ3) . si^d^J 
PjPj • P4'P2 sin (32) • sin (42) ' 

Nenut man nun das links vom Gleichheitszeichen stehende Doppel- 
verhältnis das der vier Puncte P, , Pj, P3, P4 und das rechts- 
stehende das der vier Ebenen JBj , E^y E^, E^y so drückt die Formel 
den Satz aus: 

Schneiden vier Ebenen, welche durch dieselbe Gerade 
gehen, eine zweite Gerade, so ist das Doppelverhältnis 
der vier Ebenen gleich dem Doppelverhältnisse ihrer vier 
Durch schnittspuncte. 

]2)^inen ganz ähnlichen Satz erhält man, wenn man vier Ebenen, 
die durch eine Gerade gehen, durch eine fünfte Ebene schneidet. 

Es sei 

E:^Ax + By + Cz + D = 

die Gleichung einer Ebene, die nicht durch den Durchschnitt der 
beiden Ebenen 

i\ = ^ , X + P^y + 6V + 2), = ; E^ = A^x + B^+ G^^ +' ^2 = 

hindurchgehe. Die Ebene -E3 ^^ J5, + AJBj enthält, wie die Form 
ihrer Gleichung zeigt, die Durchschnittslinie der Ebenen E^^ = 0, 
jB, = 0. 

Wir wollen nun vermittelst dieser Gleichungen die Winkel zu 
berechnen suchen, welche die Schnittlinien von E mit JE^, jBj und 
JE3 unter einander bilden. 

Zu dem Zwecke werden wir zunächst die Winkel, welche die 
einzelnen Schnittlinien mit den Axen einschliefsen, zu bestimmen 
suchen. Diese finden wir unmittelbar, wenn wir die Gleichungen 
jeder derselben auf ihre einfachste Form bringen, in der sie dann 
zwei Projectiousebenen der Geraden auf die Coordinatenebenen dar- 
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stellen. Wählen wir, wie im Vorhergehenden, hierzu die Projections- 
ebenen auf die (XZ)- und (FZ) -Ebene, so erhalten wir dieselben, 
indem wir aus den Gleichungen der Ebenen, um deren Schnittlinie 
es sich handelt, einmal y und das andere Mal x eliminieren. 

Wir brauchen hierbei offenbar nur die Winkel zu berechnen, 
welche die Schnittlinie von JS3 und E mit den Axen bilden, da sich 
aus diesen Ausdrücken jene für die Schnittlinien von E mit E^ und 
jB/j ergeben, indem darin A bezüglich und 00 gesetzt wird. Für 
die Schnittlinie von E^ und E erhalten wir aber 

[(^^1 -^ A^B) + X {AB, - A^B)] X + [{CB^ — BC{) 
+ k (CB^ — BC^'\ z + [(i)5i ~ BD,) + A (D2?2 - J^A)] = 

[(^ B, — A^B) + A (^1?2 — A^B)'\ X + iiAG^ — A^C) 
+ X(AC^- A^C)]0 + {AD^ — A^D) + k {AD^^ A,D) =^0 . 

Bezeichnet man daher mit a, /3, y die Winkel, welche diese Ge- 
rade bezüglich mit der X-, T- und Z-Axe einschliefst, so ist 

cos a cos ß 

cos y 

~ (A Bi — AiB) + X (ABi — A^B) ' 

Sind somit a^, /3,, y, die Winkel, welche die Schnittlinie von 
jB, und E bezüglich mit der X-, Y- und Z-Axe bildet, so ist 

cos «1 cos ßi cos Yi 1 

BCi — BiC ~ ACi'-AiC '^ 4 B, — A^ ~ ^ f 

wo (>j wieder der Proportionalitätsfactor ist. Ebenso ist für die 
Winkel «j, /Sj, yj» welche die Schnittlinie von J?2 ^^^ -^ bezüglich 
mit der X-, Y- und Z-Axe einschliefst, 

cos of2 cos ßf cos 72 1 

BC2 - GB^ ~ ÄTC^ -A^G~AB^-' A^B ~ ^ * 

Hieraus ergiebt sich somit 

cos a (()j cos ^1 + A^2 cos ^2) = cos y ((^1 cos a, -f- A^ij cos «2) 
cos ß ((>! cos y, + A()2 cos ^2) = cos y ((>, cos /3| + A(>2 cos ^2) 

cos a ((>, cos /3, -f- A92 cos /32) = cos ß (p/cos «i + A()2 cos «j) > 
oder 

(>! (cos a cos y, — cos «^ cos y) == — IQ2 (cos a cos ^2 — cos a^ cos y) 
Q^ (cos a cos j8, — cos «j cos /3) = — A(>2 (cos « cos J82 — cos Oj cos /3) 
p, (cos /5 cos yj — cos j8, cos y) = — kg^ (cos ^ cos y^ — cos ß^. cos y) . 
Bezeichnet man nun die Schnittlinie von E mit J5Jj, JSj, ^3 be- 
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» 

züglich mit {p Zj; l^^ so erhält mau^ indem man diese drei Gleichungen 
quadriert und addiert, 

XBinXhh) i \Qi J ' 

oder da, wenn q die bekannte Constante (§ 12, 6) bezeichnet, 

sin (13) J, 

sin (32) "* Q ' 

\sin (/,?,) • sin (32)7 \ 9t ) ' 

Zieht man hieraus beiderseits die Wurzel, so hat man für die- 
selbe jenes Zeichen zu nehmen, welches — positiv macht, wenn man 

sowohl die Neigungswinkel der Ebenen als auch der Geraden in 
demselben Sinne zählt. Aus dieser Bemerkung erhellt, dafs, wenn E^ 
eine vierte durch die Schnittlinie von E^ und E.^ gehende Ebene ist, 
und sie E in der Geraden l^ schneidet: 

sin (Zj^g) ^ sin (13) sin (lilj) ^ sin (14) , gpg 

sin {l^l^ ' sin (32 J sin (IJi) ' sin (42)^ — ^i ' 

oder sin (?| Z,) ^ sin (Z| l^) sin (13) ^ sin (14) 

sin (Z,;,) ' sin [IJt) sin (32) * sin (42) * 

Nennt man nun analog, wie § 12, 6 das links vom Gleichheits- 
zeichen stehende Doppelverhältnis das Doppelverhältnis der vier 
Strahlen Z, , 2o, Z3, I4, so hat man den Satz: 

Schneidet man vier Ebenen, die durch eine Gerade 
gehen, durch eine fünfte Ebene, so . ist das Doppelver- 
hältnis der vier Schnittlinien gleich dem der vier Ebenen. 

13) Die Gleichungen der Geraden zu finden, wejche 
vier gegebene Geraden schneidet. 

Sind drei Gerade gegeben^ so lassen sich offenbar unendlich viele 
Geraden ziehen, deren jede alle drei gegebenen Geraden schneidet. 
Wir finden nämlich eine solche Gerade, indem wir durch eine der 
drei gegebenen Geraden eine Ebene legen und die Schnittpuncte der 
letzteren mit den beiden anderen gegebenen Geraden verbinden. 

Sind vier Gerade gegeben, so giebt es noch immer zwei reelle, 
imaginäre oder zusammenfallende Gerade, deren jede dieselben schneidet. 

Es seien etwa 

ux-^vy-^w 0-\-l = O und uX'\-vy-\-wz-{'l = 
^1 ^ + ^1 J/ + ^1 ^ + 1 = t) „ u(x + ^i'y + w{ z -j- 1 = 
U2X -f- v^y + w^^z -j- 1 = Ou „ u^x + v^y + ^2'^ +1 = 
«^3^ + ^3!/ + w^z-\-\=0 „ u^x -f v^y + w^z +1=0 
die Gleichungen der vier gegebenen Geraden. 
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Denken wir uns nun durch die gesuchte und die erste gegebene 
Gerade eine Ebene gelegt^ so mufs eine Gonstante A auffindbar sein, 
durch welche die Gleichung derselben die Form erhält 

(u + Xu) x + {v + kv) y+{w + Iw") ;^ + (1 + A) = . 

Die Ebene, die durch die gesuchte und die zweite gegebene 
Gerade gelegt wird, mufs mittelst einer Constanten fi auf die Form ge- 
bracht werden können: 

K + fit*/) a; + (v, + \iv;) t/ + (^«;, + ^x^;) ^ + (1 + ^) = . 

Die Gleichungen der gesuchten Geraden sind somit gefunden, 
sobald wir aus den Bedingungen der Aufgabe die beiden Constaaten 
A und fi bestimmen. Diese Bestimmung ergiebt sich unmittelbar, 
aus der Forderung, dafs die gesuchte Gerade auch die dritte und 
vierte der gegebenen Geraden schneiden soll. Denn damit sie die 
dritte Gerade schneide, müssen A und ^ die Gleichung befriedigen: 
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damit sie die vierte Gerade schneide, müssen A und ii überdies der 
Gleichung genügen 

w + Xw '; 



u -{- Xu' \ 
Uy + fA<; 



"3» 
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Es müssen also A und fi einem Systeme zweier Gleichungen ge- 
nügen, deren jede nach jeder dieser Gröisen linear ist. Die Elimination 
einer dieser Gröfsen aus diesem Gleichnngssysteme ergiebt für die 
andern eine quadratische Gleichung. Je nachdem die Wurzeln dieser 
quadratischen Gleichung reell und verschieden sind, oder zusammen- 
fallen oder conjugiert imaginär sind, existieren zwei reelle oder zu- 
sammenfallende, oder zwei imaginäre Gerade, welche die Aufgabe 
lösen. 



Fünftes Capitel. 
§ 25. 

Iiinienooordinaten. 

Im vorhergehenden Capitel sahen wir^ dafs die gerade Linie in 
doppelter Weise aufgefafst werden kann: Entweder als von einem 
Puncte beschrieben^ als ein Strahl, oder als von einer sich drehenden 
£bene umhüllt, als eine Axe. Der ersten Auffassung entsprach di^ 
Darstellung der Geraden durch zwei lineare Gleichungen in Punct-, 
der letzteren die durch zwei lineare Gleichungen in Ebenencoordinaten. 

In der ersten Auffassung können wir die gerade Linie am ein- 
fachsten durch die Gleichungen ihrer Projectionen auf zwei der drei 
Goordinatenebenen darstellen. Wir wählen in gewohnter Weise hierzu 
die Gleichungen der Projectionen auf die (XZ)- und (YZ)-Ebene: 

x = m0 + p, y = nz + q, (1.) 

ans welchen durch Elimination des z sich die Gleichung der Projection 
auf die dritte Goordinatenebene {XY) 

nx — my s=z np — mq 
ergiebt. 

Setzen wir der Kürze halber 

np — mq ^ r , (2.) 

so können wir die fünf Gröfsen w, n, p, q, r als die fünf Goor- 
dinaten des Strahles betrachten, da irgend fünf Gröfsen , welche der 
Identität (2.) genügen, eine Gerade bestimmen. 

Ist^ nun ein Punct x y z' des Strahles bekannt, so werden m, 
^) i') ä[; ^ durch die Ausdrücke dargestellt: 



X — X y — y 

xz — xz y z' — y z xy — x'y 

P'--jzrY~^ y— z ~z ' ^~ z^z~' 



(3.) 



zwischen welchen wegen 

r^F^np — mq 
die Identität besteht: 

{x — x) {yz' — yz) + {y — y) {xz — xz) + {z— z) {xy — xy) = . (4.) 

Statt der obigen fünf können wir hier noch die folgenden sechs 
Ausdrücke als Goordinaten einer Geraden betrachten 

X — x\ y - y\ z — z\ 
xy — xy ; xz — xz'] — (yz — yz) , 
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indem irgend sechs gegebene Gröfsen diesen Ausdrücken gleichge- 
setzt werden können, wenn sie die obige Identität (4) befriedigen, 
und also vermöge (3) einen Strahl bestimmen. \ 

2. Fassen wir die Gerade als Axe auf, so können wir sie in der 
früheren Weise durch die Gleichungen ihrer Durchschnittspuncte mit 
zwei der drei Coordinatenebenen, etwa der (XZ)- und (YZ)-Ebene 

darstellen : 

u^^aw-^-b, V = cw -{- d . 

Aus diesen ergiebt sich durch Elimination des w die Gleichung 
des Durchschnittspunctes der Geraden mit der (X y)-Ebene : 

cu — av = 1)0 — ad. 

Setzen wir der Kürze halber 

hc — ad^e, (5.) 

so können wir in ganz analoger Weise, wie wir früher m, n, p, q, r 
als die fünf Coordinaten eines Strahles betrachteten, jetzt die fünf 
Gröfsen 

a, h, c, d, e, 

zwischen welchen die Identität (5.) besteht, als die fünf Coordinaten 
der als Axe aufgefafsten Geraden nehmen. 

Sind nun w^, v^, w^ die Coordinaten einer gegebenen durch die 
Axe gehenden Ebene, so liefern die Gleichungen für a, 6, c, d, e die 
Ausdrücke: 



U ^ U4 

a== 

W — Wi 


V — Vi 

c == — 

W — Wi 






^ UtW-WiU^ 
W — Wi ' 


^ VWi — WVi , 
W — Wi ' 


w - 


- VUi 
-Wi 



(6.) 



welche wegen (5.) die Identität erfüllen 

-\- [w — w^) (uv^ — vu^) ^0 . (7.) 

Statt der obigen fünf können wir hiernach die folgenden sechs 
Ausdrücke als Coordinaten einer Axe annehmen 

da man von diesen sechs Gröfsen, zwischen welchen die Identität (7) 
herrscht, stets zu den ursprünglichen fünf Coordinaten der Geraden (6) 
zurückgehen kann. 

3) Wir wollen nun den Zusammenhang suchen, in dem die vor- 
her definierten Strahl- und Axencoordinaten derselben Geraden 
stehen. Sind x^, j/„ 0y und rrj, 1/2? ^2 ^^® Coordinaten zweier Puncte 



(8.) 
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der Geraden y Wj, v^, w^^ und u^j t?2> ^2 ^^® Coordinaten zweier durch 
sie gebeulten Ebenen ^ so g^slten die folgenden Gleichungen : 

«*i^i +«^1^1 + w?i^i + 1 = 
U^X^ + «^1^2 + w?i^2+ 1 =0 

•^2^1 + ^2yi + ^2^\ + 1=0 

%i.^x^ + v^y^ + m;2^2 + 1 = Oi 
Durcb Subtraction der dritten von der ersten und der vierten von 
der zweiten Gleicbung erhält man die beiden Gleichungen: 

(w, — W2) x^ + (i;j — ^2) yi + (w, — w^) ^, = 

(Mj — W2) x^ + (Vj - V2) ^2 + (w^i — M?2) h = 0, 

» 

woraus folgt: 

(ti, — W2) : {v^ — Vj) : (w;i '-w^)= \ 

(^2^1 — ^2^1) ' (^1 ^2 — ^t ^2) • (^2^1 — ^2^1)/ 

Da nun die obigen Gleichungen unverändert bleiben, wenn u, v, w 
respective mit a;, y, vertauscht wird, so ergiebt sich aus dieser 
Relation 

(Xi — x^) : (y, — t/2) : (^1 — ^2) = 1 /^q x 

Aus der ersten und dritten, zweiten und vierten Gleichung in (8.) 
ergeben sich durch Elimination des x^: 

{v^U2 — v^u^) y^ + {WyU^ — w^u^) ^1 + (wj — Wj) == 

(t;iM2 — ^2^1) ^2 + (^^1^2 — W^U^) ^2 + K — «^1) = 0, 

woraus durch Elimination von {WyU^ — ^^2^1) folgt: 

Diese neue Proportion verbindet (9.) und (10.) und führt zur Relation 

U, — tij ^1 — Vj ^i — W7t 

Xi — X2 Vi — Vt z^ — Zi ' 

oder 

(^i~^2Myi~y2X^i~^2)-(y2^i— ^2yi)-(^i^2-^2^i)K^2yi-^iy^^ 

==(W?2^1~W;iV2):(«C?iW2~^2^l)'(^2^1~'^2^l)-(^l~^2)'(^J~"'^2X^l~%)J 

Die Gleichheit dieser Verhältnisse drückt somit die Bedingungen aus^ 
unter welchen die Strahl- und Axen-Coordinaten dieselbe Gierade dar- 
stellen. Gehen wir zu den fünf Coordinaten der Geraden zurück, 
so verwandelt sich (11.) in 

min : 1 i r x p : — q = — d : h i e i 1 :c:a. 
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§ 26. • 
Der Liniencomplex des ersten Grades. 

Ebenso wie wir die Punet- oder Liniencoordinaten durch eine 
Gleichung mit einander verbinden und nach den. Eigenschaften der 
Puncte forschen , deren Coordinaten diese Gleichung befriedigen, 
können wir auch die Liniencoordinaten durch eine Gleichung ver- 
knüpfen und nach den Eigenschaften der Geraden fragen, deren 
Coordinaten dieser Gleichung genügen. Wir wollen nun jetzt, wie 
wir früher die lineare Gleichung in Punct- und Ebenencoordinaten 
untersuchten, die lineare Gleichung in Liniencoordinaten einer näheren 
Betrachtung unterziehen. Die Gesammtheit der Geraden , deren Coor- 
dinaten einer solchen linearen Gleichung genügen, wird ein Oomplex 
des ersten Grades oder ein linearer Complex genannt. 

Nehmen wir als die allgemeine homogene Gleichung ersten 
Grades zwischen den sechs Strahlencoordinaten 

X — x^ ; y — y^] — ^1 •, yzx — j/i^ ; x^z — xz^ ; xy^ — x^y 

die folgende: 

Ä{x — x^)-i-B{y — y,) + g\z - z^) -\- D {yz, - y^z) 

-f E {x^z - xz^) + F{xy^ — x^y) = 0, 

so constituiert die Gesammtheit der Geraden, deren Coordinaten 
dieser Gleichung genügen, den allgemeinen linearen Complex. 

Die Formeln § 25, 11 liefern die Darstellung desselben Com- 
plexes in den sechs homogenen Axencoordinaten 

und zwar: 

D (u — Ui) -{- E {v — v^) -\- F{w — w{) + Ä (vWi — wv^) 
-|- B (wu^ — uw^) + C (w^i — "y^) = . 
Wir gelangen also von der Gleichung eines linearen Complexes in 
Strahlen- zu seiner Gleichung in Axencoordinaten, indem wir -4, 
By C bezüglich mit Z), E, F und die Punctcoordinaten x, y, z, x^. 
y^y z^ bezüglich mit den Ebenencoordinaten u, v^ w, u^, v^, w^ ver- 
tauschen. 

Aus den Gleichungen (I.) und (2.) zwischen den homogenen 
Strahlen- und Axencoordinaten des Complexes erhalten wir als Gleichung 
desselben in den fünf Strahlencoordinaten: m, w, |), g, r (§25,3): 

Am + Bn + G — D q^ + Ep + Fr ^ 0-, 

in den fünf Axencoordinaten: a, b, c, d, e (§ 25, 6) 

Da + Ec + F — Ad -i-'Bb + Ce = 0. 
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2) Entwickeln wir die Gleichungen (1.) und (2.) in der folgenden 
Weise (^ + Py^ _ Ez^) x + B -^Fx^ + D0{) y 

+ (C + Ex, - By,) z - {Ax, + By, + Gz,) = 

(D + Ot;i -^ JBw^i) M + (£ - 6X + Aw,) v \ rA\ 
+ (F + -Bm, - Av,) w + (Dwi + Ev, + i^w^i) == oJ ^ '^ 

so ergiebt sich hieraus leicht die Bestimmung der Strahlen des durch 
die Gleichungen (1.) und (2.) dargestellten Complexes. 

Wir lassen in (1.) die x^y y,, 0, alle Werte von + <^ l>is — oo 
durchlaufen und bestimmen vermöge der Gleichung die Strahlen des 
Complexes, welche jedem der einzelnen Werttripel zukommen. Um 
diese zu erhalten , haben wir in (1.) x^y y^y z, die angenommenen 
Werte beizulegen, die Verbindungslinie des Punctes a?!, y^, ^^ mit 
jedem Puncto Xy y, Zy dessen Goordinaten der Gleichung (3.) genügen, 
stellt dann einen Complexstrahl dar. Die Puncto Xy y, z der Complex- 
strahlen, welche durch den Punct Xy^y y, , z, hindurchgehen, erfüllen 
somit, wie diese Gleichung lehrt, eine bestimmte Ebene, die selbst- 
verständlich durch diesen Punct hindurchgeht, wie denn auch ihre 
Gleichung durch die Goordinaten rr^, y,, z, befriedigt wird. Es liegen 
also die unendlich vielen Complexstrahlen , welche durch einen Punct 
des Raumes hindurchgehea, in einer bestimmten Ebene, die selbst 
den Punct enthält. 

Das reciproke Verfahren ergiebt sich aus Gleichung (2.) und (4.) und 
es lehrt also alle in einer Ebene liegenden Complexstrahlen bestimmen. 

Jeder Werttripel Wi, Vj, w, bestimmt eine Ebene, und die Schnitt- 
linie derselben mit jeder Ebene, deren Goordinaten u^ Vy w der 
Gleichung genügen, ist ein Strahl des Complexes. Da nun bei con- 
stanten Wj, v,, w, alle Ebenen, deren Goordinaten die Gleichung (4.) 
befriedigen, einen Punct umhüllen (§ 12), so gehen auch alle in der 
Ebene m^, v^, w, liegenden Complexstrahlen durch diesen Punct. 
Die unendlich vielen Complexstrahlen, die in einer Ebene liegen, 
schneiden sich somit in einem Puncto derselben. 

Es ergiebt sich auf diese Weise der Doppelsatz: 



In jeder Ebene liegen un- 
endlich viele Strahlen des 
Complexes, welche sich alle 
in einem Puncte schneiden. 



Durch jeden Punct des 
Raumes gehen unendlich 
viele Strahlen des Comple- 
xes, welche alle in einer 
Ebene liegen. 

Hiernach ist durch den Complex Jedem Puncte des Raumes eine 
bestimmte durch ihn gehende Ebene, und jeder Ebene des Raumes 
ein bestimmter in ihr gelegener Punct zugewiesen. 

Der Zusammenhang zwischen den Goordinaten eines Punctes und 
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seiner entsprechenden Ebene des Complexes geben die Gleichungen 
(3.) und (4.). Wir finden daraus, wenn wir mit a;^, t/j, 0^ die Coor- 
dinaten des Punctes und mit li, , v 
Ebene bezeichnen: 



1 ; 



w 



E+ Cu^^Aw^ 

2>Wi -f Ev^ + F'iVx 



^1== 



u, = — 



^1 = - 



w, = — -. 



, die seiner entsprechenden 
A + Fy, — EZf % 



B — F Xi + DZj 
AXi + By^ + Cz^ 

C + Ex, -Dy, 
AXi + Byt + CZi 



(5.) 



§27. 
Fortsetzung. 

Durchläuft nun der Punct x^f «/, , 0^ in (5.) eine Gerade, genügen 
also seine Coordinaten bei jeder Lage desselben einem Systeme zweier 
linearen •Gleichungen, so befriedigen auch die Coordinaten der ent- 
sprechenden Ebene des Complexes stets zwei lineare Gleichungen und 
es dreht sich daher dieselbe um eine bestimmte Gerade. 

Und reciprok: Dreht sich die Ebene te, , i?|, w^ um eine Gerade, 
genügen also ihre Coordinaten in jeder Lage einem Systeme zweier 
linearen Gleichungen, so befriedigen auch die Coordinaten des ent- 
sprechenden Punctes im Complexe zwei lineare Gleichungen und es 
durchläuft somit der Punct eine bestimmte Gerade. 

Nennen wir diese beiden Geraden, die sich demnach reciprok 
entsprechen, zwei conjugierte Polaren in Beziehung auf den Complex, 
so folgt aus dem Vorhergehenden : 

Jede Gerade des Raumes hat in Bezug auf den Com- 
plex eine conjugierte Polare. Durchläuft ein Punct die 
eine, so umhüllt dessen entsprechende Ebene die andere; 
dreht sich eine Ebene um die eine, so beschreibt der ent- 
sprechende Punct die andere Polare. 

Da jede Ebene des Complexes durch ihren entsprechenden Punct 
geht, und jede Polare die entsprechenden Puncte der El)enen enthält, 
welche ihre conjugierte umhüllen, so schneidet jede Ebene, welche 
durch die eine Polare hindurchgeht, die anderein ihrem entsprechenden 
Puncte. Nun sind aber alle Strahlen, welche von einem Puncte in 
seiner entsprechenden Ebene gezogen werden, Complexstrahlen, somit: 

Jede Gerade, welche zwei conjugierte Polaren schnei- 
det, ist ein Strahl des Complexes. 

Da die einem Puncte eines^Complexstrahles entsprechende Ebene 
immer durch denselben hindurchgeht, so folgt: 

Jeder Complexstrahl fällt mit seiner conjugierten 
Polare zusammen. 
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Die eben entwickelten Sätze ermöglichen es, eine geometrische 
Construction des Strahlencomplexes aufzufinden. Da die Gleichung 
des Complexes fünf von einander unabhängige Constanten enthält, 
so sind zur Bestimmung derselbefi fünf von einander unabhängige 
Gleichungen . notwendig. Dieselben erhält man, wenn z. B. fünf 
Gerade gegeben sind mit der Bestimmung, dafs sie Strahlen des 
Complexes sein sollen, denn die Coordinaten jeder dieser fünf Geraden 
müssen dann der Gleichung des Complexes genügen, und es ergeben 
sich hieraus somit zur Berechnung der Constanten des Complexes 
fünf lineare Gleichungen. 

Mittelst irgend vier Geraden eines Complexes lassen sich nun 
zwei conjugierte Polaren in Bezug auf denselben bestimmen; es sind 
dies nämlich die beiden Geraden, deren jede die vier gegebenen 
schneidet. Denn schneidet eine Gerade vier Complexstrahlen , so 
liegt der entsprechende Punct jeder Ebene, welche durch sie und 
einen der vier Strahlen hindurchgelegt wird, sowohl auf der con- 
jugierten Polare, als auch auf dem Strahle selbst: somit schneidet 
die conjugierte Polare gleichfalls alle vier Strahlen. Vermöge zweier 
conjugierter Polaren können wir aber unendlich viele Complexstrahlen 
construieren, da jede Gerade, welche dieselben schneidet, ein Com- 
plexstrahl ist. Sind daher fünf Complexstrahlen gegeben, so liefert 
jede Combination derselben zu vieren stets zvvei conjugierte Polaren des 
Complexes und dem entsprechend eine unendliche Anzahl neuer Com- 
plexstrahlen. Indem wir so fortfahrend die gefundenen Strahlen zur 
Bildung neuer Combinationen zu je vier verwenden, können wir immer 
neue Complexstrahlen auffinden. 

Auf diese Weise können wir also aus den fünf gegebenen eine 
beliebige Anzahl Complexstrahlen construieren.- Wir können aus ihnen 
auch zu jedem Puncte die entsprechende Ebene und zu jeder Ebene 
den entsprechenden Punct finden. Denn bestimmen wir durch die- 
selben zwei Paare conjugierter Polaren, so lassen sich leicht zwei 
Complexstrahlen construieren, welche durch den gegebenen Punct 
gehen oder in der gegebenen Ebene liegen. Es sind dies im ersten 
Falle die beiden Geraden, deren jede durch den Punct geht und eines 
der Paare conjugierter Polaren schneidet; im zweiten Falle die Ge- 
raden, deren jede die Durchschnittspunkte der Ebene mit einem Paare 
conjugierter Polaren verbindet. 

§ 28. 
Ein speoieller Liniencomplex. 

Aus der allgemeinen Gleichung des Complexes ergeben sich für 
gewisse Annahmen ihrer Constanten specielle Arten, von denen wir 
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(1-) 



hier aber nur eine einzige , deren Erwähnung uns später von Nutzen 
sein wird, ableiten wollen. 

Wir können die Gleichungen, des Complexes zwischen Strahlen- 
coordinaten (§ 26, 1) in der folgenden Weise entwickeln: 

{A + Fy- Ez) x, + {B^Fx + Dz) y, 

J^{G+Ex — By) z^ — {Ax + By + Cz) = 

Jeder der Coefficienten von x^, ^i/^i gleich Null gesetzt, stellt eine 

Ebene dar^ und die Determinante der drei Gleichungen dieser Ebenen 

verschwindet, da 

0, F, ^E 

F, 0, B =0. 

E, —B, ' 

Verschwindet daher auch noch die Determinante 

Ä, F, -E 

= D {AB -\-BE-{- CF) , 



D 





B, 0, 

C, -D, 

was eintritt, wenn 

AB + BE+ CF^O (2.) 

ist, so schneiden sich die drei Ebenen in einer Geraden (§ 10). Die 
letztere Determinante ist aber die der Gleichungen der drei Ebenen 

A + Fy — Ez = 0, B'—Fx + Bz-==0, Ax + By + Gz^O, 

Da aber auch 0, i^, A 

- JP, , B =0 
A, B, 

ist, so schneiden sich daher auch diese drei Ebenen in einer Geraden. 
Unter der Voraussetzung (2.) gehen also die vier Ebenen 

A + Fy — Ez-^O, B — Fx+ Bz^O 

C+ Ex-- By = 0, Ax + By+Cz 

durch dieselbe Gerade, Somit geht auch die Ebene (1.) durch diese 
Gerade, da für die Coordinaten eines Punctes derselben jeder Teil 
ihrer Gleichung verschwindet. Unter der Voraussetzung (2.) schneiden 
sich also alle Ebenen, die beliebigen Puncten entsprechen, in einer 
Geraden, welche durch irgend zwei der vier Gleichungen (3.) dar- 
gestellt wird. 

Der reciproke Satz ergiebt sich aus der Gleichung des Complexes 
in Axencoordinaten (§ 26, 2), wenn man dieselbe folgendermafsen ordnet 

(D + C?i; — Bw) M, + (jE — Cm + Aw) v^ 
+ {F-^Bu — Av) w^ — {Bu + Ev -\- Fw) 
denn da 



:i 



(3.) 



■-ol- 



(!'•) 
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0, C, —B 

— C, 0, A ~0 

B, —A, 

ist, so verschwindet die Determinante der drei Punctgleichungen 
B + Cv-Bw^O, E—Cu + Aw = 0, F+Bu — Av^^O. (2'.) 

Wird nun vorausgesetzt, dafs AD -\- BE -\- CF '=0 sei, so ver- 
schwindet auch die Determinante 

D, G, —B 

E, 0, A =A{AB + BE-{-CF), 

F, -A, 

und somit liegen die drei Punete, deren Gleichungen (2^), in einer 
Geraden, § 16. Diese letztere Determinante ist aber auch die der 
Gleichungen der drei Punete 

Da nun überdies j , — E^ F 

E, 0, A =0, 

\ F, -A, 

so liegen auch' diese drei Punete in einer Geraden. 

Es liegen somit unter der Voraussetzung (2.) die vier Punete 

D^Cv — Bw==-0, E—Cu + Aw = 0,'i 

F-^- Bu — Av = 0, Du + EV + Fw^Oj 

in einer Geraden. Auf dieser Geraden liegt auch jeder Punct, der 
durch die Gleichung (1'.) dargestellt wird. Denn die Coordinaten w, 
V, w jeder Ebene, welche durch die Gerade hindurchgeht ^ annullieren 
die einzelnen eingeklammerten Ausdrücke dieser Gleichung. Es liegen 
also alle Punete, die beliebigen Ebenen entsprechen, auf einer Geraden. 

In diesem speciellen Complexe gehen somit alle Ebenen, die 
beliebigen Puncten entsprechen, durch eine Gerade, und alle Punete, 
die beliebigen Ebenen entsprechen, liegen auf einer Geraden. Die 
beiden Geraden fallen aber zusammen, wie ihre Gleichungen lehren. 
Denn die erste Gerade wird durch zwei der Gleichuugen (3.) und 
die zweite durch zwei der Gleichungen (3'.) dargestellt. Transformiert 
man nun zwei Gleichungen, welche die erste Gerade bestimmen, aus 
Punct- in Ebenencoordinaten, oder zwei Gleichungen, welche die zweite 
Gerade darstellen, aus Ebenen- in Punctcoordinaten (§ 24, 1), so 
finden sich die beiden Gleichungen immer unter den vieren, welche 
die andere Gerade repräsentieren. 

In dem speciellen Complexe, dessen Constanten in 

der Relation 

AIX + BE-\- CF=0 

Bscherich» Einleitung i. d. anal. Oeom. d. Baum. 7 
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stehen, schneiden alle Geraden des Complexes eine be- 
stimmte Gerade, und alle Geraden, welche dieselbeschnei- 
den, sind Strahlen des Complexes. 

• § 28. 
Die Congruenz zweier linearer Complexe. 

Die Gesammtheit der Geraden, deren Coordinaten zwei linearen 
Gleichungen in Liniencoordiuaten gleichzeitig genügen, die also den 
beiden durch diese Gleichungen dargestellten Complexen gemeinsam 
sind, nennen wir eine Congruenz. Auch die Geraden der Congruenz 
können wir als Strahlen oder Axen betrachten und dem entsprechend 
die Congruenz entweder durch das System der Gleichungen der beiden 
Complexe in Strahlen- oder Axencoordinaten darstellen. Sind nun 

Sl = Oy ß=0 

die Gleichungen der beiden Complexe in Strahlen-, 

= 0, O'=0 

dieselben in Axencoordinaten, so befriedigen die Strahlen coordinaten 
jeder Geraden der Congruenz das System der beiden ersten und ihre 
Axencoordinaten das System der beiden letzten Gleichungen. Hieraus 
folgt unmittelbar, dafs die Congruenz auch in jedem Complexe ent- 
halten ist, der durch die Gleichung 

Sl + Aa= oder ^ + A^'= 0, 

wo A ein Parameter ist, dargestellt wird. Wir sagen, dafs alle Com- 
plexe , welche sich aus diesen Gleichungen für die verschiedenen Werte 
des Parameters ergeben, und von welchen also je zwei die Congruenz 
bestimmen, eine zweigliederige Gruppe linearer Complexe bilden. 

Aus der Definition der Congruenz ergeben sich unmittelbar zwei 
fundamentale Folgerungen, welche die geometrische Definition der 
Congruenz bilden. 

Die Strahlen eines Complexes, welche durch einen Punct gehen, 
liegen in der dem Puncte entsprechenden Ebene. Bezüglich jedes 
von zwei Complexen entspricht nun dem Puncte eine durch ihn 
gehende Ebene, somit ist die Schnittlinie dieser beiden Ebenen ein 
beiden Complexen gemeinsamer Strahl, also eine Gerade der Congruenz. 

Alle in einer Ebene liegenden Strahlen eines Complexes gehen 
durch den der Ebene entsprechenden Punct. Bestimmt man daher 
für jeden von zwei Complexen den entsprechenden Punct der Ebene, 
so ist die Verbindungslinie derselben ein beiden Complexen gemein- 
samer Strahl, also eine Linie der Congruenz. 

Durch jeden Punct des Raumes geht und in jeder Ebene 
des Raumes liegt eine und nur eine Gerade der Congruenz, 
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welche bezüglich die dem Puncte oder der £bene ent- 
sprechende Linie der Congruenz genannt wird. 

Dieser Satz findet seine Ergänzung in dem Umstände, dafs alle 
Linien der Congruenz zwei bestimmte Gerade schneiden. Wir be- 
weisen diese Behauptung^ indem wir die Thatsache benutzen, dafs 
die Congruenz, welche durch die zwei Complexe, deren Gleichungen 
in Strahlencoordinaten iß = und Si'= oder in Axencoordinaten 
bezüglich = und 0'= sind, durch das System je zweier 
anderer Complexgleichungen dargestellt werden kann, die sich aus 

Sl + XSl'^0 oder <P + AO'=0 (1.) 

für irgend welchen Wert von X ergeben. Wir können nun das l so 
wählen, dafs die beiden Gleichungen, welche die Congruenz bestimmen, 
zwei speciellen Complexen angehören, wie wir sie in § 28 erörterten. 
Ist nämlich 

+ F{xy^ — x^y) 

£l'=AXx^x,)+B'{y^y,) + C\0^0,)+DXy^,^y,0)+E\x,0--x0,) 

+ F\xy^ — x^y\ 
also 

+ C (w^i — u^v) 
0'^DXu — u^)'^-E\v-'V^)'{-F\w — w^)'{'A\vWi'—wv^)-\-BXwu^—uWi) 

+ C\UV^ — %^); 

SO ist jeder der beiden Complexe, dessen Gleichung aus (1.) erhalten 
wird, wenn wir für A eine Wurzel der quadratischen Gleichung 

(A+XA)(D+lD')+{B+XB){E+kE') + (C+XC'){F+XF')=0 

nehmen, ein Complex der speciellen Art. 

Es giebt also in der zweigliederigen Complexgruppe 

Sl + XSl'=0 oder O + AO'= 

zwei Complexe von der besonderen Art, dafs in jedem die Complex- 
strahlen eine feste Gerade schneiden , und dafs alle durch einen Punct 
derselben gehenden Geraden Strahlen des Complexes sind. Die Strahlen, 
welche beide Geraden schneiden, und nur diese sind somit zwei Com- 
plexen der Gruppe gemeinsam, also die Linien der Congruenz. Diese 
beiden festen Geraden werden die Directricen der Congruenz genannt. 

Alle Geraden einer Congruenz schneiden die beiden 
Directricen derselben. 

Hiernach ist die Gerade der Congruenz, welche einem gegebenen 

Puncte des Baumes entspricht, diejenige, welche durch den gegebenen 

7* 
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Punct geht und die beiden Direetricen schneidet; die Gerade, welche 
einer Ebene entspricht, ist die Verbindungslinie der Durchschnitts- 
puncte der Ebene mit den beiden Direetricen. 

§ 29. 

Wir können nun die Frage nach der Gesammtheit der Strahlen 
stellen, welche drei linearen Gomplexen gemeinsam sind. Sind 

ß = 0, i^'=0, .ß"=0 

die Gleichungen derselben in Strahlen-, und 

= 0, 0=0, O"=0 

in Axencoordinaten, so sind diese Geraden je drei Gomplexen ge- 
meinsam, welche sich für beliebige Werte der Parameter l und /t aus 

SIJ^X ß'+ ^ii"= oder O + A 0'+ fi 0"= 

ergeben. Wir sagen, dafs sämmtliche Complexe, deren Gleichung 
aus dieser für bestimmte Werte der Parameter hervorgeht, eine drei- 
gliederige Complexgruppe bilden. 

Zwischen den Coordinaten eines jeden Punctes, der einer der 
drei Gomplexen gemeinsamen Geraden angehört, besteht eine gewisse 
Relation, die im vorliegenden Falle nach jeder der drei Coordinaten 
des Punctes quadratisch ist. Man erhält dieselbe offenbar, indem 
man aus den drei Gleichungen der Complexe, welche wir uns durch 
die fünf Coordinaten der Geraden w^, w, jp, g, r dargestellt denken, 
und den drei Gleichungen 

X = m0 + jp •, 2/ == ^^ + 2 5 nx — my = np — mq ^ r 

die fünf Liniencoordinaten m, n, p, q^ r eliminiert. 

Ist 

ß = ^m + Bn + C — Dq + Ep + Fr = , 

i^' = ^' w + B'n + C— D'q + E'p + F' r = 0, 

iß"= Ä'm -f B"n + C"- B"q + Wp + Fr = , 

so ergiebt sich auf diese Weise die Gleichung für den geometrischen 
Ort der Puncte, die auf den allen drei Gomplexen gemeinsamen Geraden 
liegen, durch Elimination von m und n aus den drei Gleichungen: 

m{A—EB — Fq)'^n{B+Bz + Fx)-\-C—Dy + Ex = 

m{Ä — E'z — F'q) + n(B'']-B'0'\'F'x)'\-C'-B'y-\-Wx = O 

m (^"— E''g - F"q) + n {B"+ B'e + F''x) + C"— B"y + jB"a;=0. 

Die Endgleichung ist nach bekannten Regeln 



§ 30. ÜbungeD. 
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i Ä — Ee — Fy, B -{• D e -\- Fx, Ü—Dy+Ex ■ 
A'-E's-F'y, B' -\- D' -\- F' X , C'—D'y-\-E'x =0. 
A"-E"0 — F'y, B'+jy'z + F"x, C"- D"y + E"x 

Zerlegt man diese Determinante, da ihre Elemente Aggregate sind, 
in eine Summe von Determinanten, so geht die Gleichung über in: 






B-{-Dg+ Fx, C—I)y-\- Ex 
B'+ire+ F'x, C — I)' y -\- E' X 
B'+ B'z + F"x, C"— D"y + E'x 



-«••' 



E , B , D 
E', B, D' 



E", B!\ B" 



— xz 



E , B , C i 

E', B\ C ' + yz 

E", B", C" : 

E , F , ü \ E , B , C 

E', F', V , -«! E\ B', C 
E", F'\ C" 



F, B, B 

+ y2 F', B', D 

F", B", B' 

F , B , ü 
F', B', C 
F", D", ü" 

\ F , B , ü 
y: F', E, C =0, 
, F", B", C" , 



E", B", C" 

welche offenbar nach x, y, e vom zweiten Urade ist. 

In derselben Weise ergiebt sich die Gleichung dieses Ortes in 
Ebenencoordinaten , wenn aus den sechs Gleichungen 

0=0, 0'=O, 0"^O . 

« — aw='h'^ V — cw = d; cu — av = e 

die fünf Gröfsen a, h, c, d, e eliminiert werden. Dieselbe ist 
wieder nach Coordinaten u, v, w quadratisch. 

§ 30. 
Übungen. 

1) Bewegt sich ein Puuct in einer Ebene, so dreht sich die ihm 
entsprechende Ebene des Complexes um den der Ebene entsprechen- 
den Punct. 

Beschreibt der Panct x, y, z ^e £bene 

Mx + Ny + Pe+Q^O, 
BO dreht sich seine Ebene xaa den Punct, dessen Gleichung ist § 26 
(—DQ-+BP-CN)u — iEQ — AP-\-CM)u 
(—FQ-{.AN-BM)w-\-DM+EN+FP = 0. 
Seine Coordinaten |, 17, £ haben also die Werte 



l = - 



N P M A 






F+B 



S 



M 

Q 



A^ 
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und diese zeigen (§ 26), dafs der Punct £, 17, £ der Ebene entspricht, deren 

MNP 

Goordinaten tt > 77 1 7^ si^d, also der Ebene, welche der Punct beschreibt. 

T V V 

2) Aus dem Begriff der conjugierten Polaren eines Complexes (§27) 
folgt, dafs alle Polaren, welche Geraden des Complexes conjugiert 
sind, die der unendlich fernen Ebene angehören, durch den der un- 
endlich fernen Ebene entsprechenden Punct hindurchgehen. Da nun 
parallele Ebenen sich in derselben Geraden der unendlich fernen 
Ebene schneiden, so ergiebt sich hieraus: 

Die Puncte, welche parallelen Ebenen entsprechen, liegen auf 
einer Geraden und alle diese Geraden, welche verschiedenen Systemen 
paralleler Ebenen zugehören, sind einander parallel. Eine Gerade, 
welche die entsprechenden Puncte paralleler Ebenen enthält, wird 
ein Durchmesser des Complexes und der Durchmesser und die 
ihn bestimmenden Ebenen einander zugeordnet genannt. 

Die Durchmesser eines linearen Complexes sind ein- 
ander parallel, und durch jeden Punct des Raumes geht 
einer derselben*). 

Es ist nun die Richtung dieser Durchmesser zu bestimmen. 

Die Gleichungen zweier parallelen Ebenen lassen sich stets auf die Form 

bringen : 

ccx-\- ßy -\-yz -\- 9 =^0\ ax -\- ßy -{- yz -\- s = , 

Sucht man die Gleichung in Punctcoordinaten der Verbindungslinie der ent- 
sprechenden Puncte der beiden Ebenen , so ergiebt sich , wenn man mit Xy fiy v 
die Winkel bezeichnet, welche dieselbe bezüglich mit der X-, Y- und Z-kxe 

bildet: 

cos X : coB fi : cos v =: D i E : F, 

3) Den Durchmesser eines Complexes zu finden, welcher auf 
seiner zugeordneten Ebene senkrecht steht. 

Sind wieder X, fi, v die Winkel, welche der Durchmesser bezüglich mit 

der X-, Y- und Z-Axe bildet und u^ v, w die Goordinaten seiner zugeordneten 

Ebene, so wird die Bedingung des Senkrechtstehens durch die Gleichungen 

ausgedrückt (§ 23): 

cos X : cos fi : cos V =^ u: V :w 
also 

u : V :w =^ D : £J : F, 

Den Durchmesser zu diesem System paralleler Ebenen findet man, indem man 

einen seiner Puncte bestimmt, da seine Richtung nach (2) bekannt ist. Sucht 

man nun den Punct, welcher der Ebene des Systems entspricht, die durch den 

Goordinaten- Anfangspunct geht, so ergeben sich für seine Goordinaten |g, 77, ^ 

die Werte 

BF--GE_ _GB — AF_^ AE-BD 



*) Die Verbindungslinie des Punctes vc^i dem der unendlich fernen Ebene 
entsprechenden Puncte. 
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< 

Dieser Durchmesser wird die Axe und die auf ihr senkrechten Ebenen 
werden die Hauptschnitte des Complexes genannt. Die Gleichung 
des durch den Goordinaten-Anfangspunctes gehenden Hauptschnittes 
aufzustellen? 

4) Die Gleichung des Complexes für seine Axe als eine Coor- 

dinatenaxe und einen Hauptschnitt als darauf senkrechte Goordinaten- 

ebene zu finden. 

Soll die Axe des Complexes z. B. zur Z- Axe des Goordinatensystems werden, 
so müssen von den Winkeln X, fi, v in 3, X = /» = 90<* und v «= 0° sein. Es 
mufs daher in der Gleichung des Complexes D=bE=0 sein. Da ferner der 
Punct, welcher der (XY) -Ebene entspricht, die als ein Hauptschnitt des Com- 
plexes vorausgesetzt, in der Z- Axe liegt, so ist in (3) § =» ij «= 0, somit ist auch 

J.«J5 = 0. 
Die Gleichung des Complexes nimmt also, wenn wir denselben auf seine Axe 
als Z-Axe imd seinen Hauptschnitt als (XY)- Ebene beziehen, die Form an 

(äj/'— xy) + Jc(z — z')^0; «? — iv'-\- k (uv— uv) = . 

Ebenso erhalten wir für die Gleichung des Complexes, wenn wir denselben auf 
seine Axe als Y-Axe und einen seiner Hauptschnitte als (XZ)- Ebene beziehen: 

(a;/— x'z) + A;' (y — y') = ; v — t?'4" ^' (^'*<^ — ^'^) =* ^ • 
Es ist aber klar, dafs X;'s» k ist, denn y und z, y und z' unterscheiden sich in 
beiden Gleichungen blos durch die Bezeichnung. 

Lassen wir also nach einander die Y- und X-Axe des Goordinatensy- 
stems mit der Axe des Complexes zusammenfallen und wählen wir den Haupt- 
schnitt desselben zu der Coordinatenebene der beiden anderen Axen, so ist seine 
Gleichung bezüglich 

(xz — xz) + Ä (y — t/') = V — y'+ k (uiü — w'u) = 

(zy ^ z' y) -^ k (x — x) = u — u-\- k{vw — vw) = . 

Die GrÖfse k wird der Parameter des Complexes genannt. 

5) £iin Liniencomplex bleibt ungeändert^ sowohl wenn 
derselbe parallel seiner Axe verschoben, als auch; wenn 
er um dieselbe gedreht wird. 

Anl. Ergiebt sich unmittelbar aus den Gleichungen in (4). 

6) In den Complexen einer zweigliederigen Gruppe entsprechen 
irgend einem Puncte Ebenen, die in derselben Geraden sich schneiden. 

Folgt aus der Strahlgleichung des Complexes wegen des darin enthaltenen 
Parameters. 

7) Diesem Satze steht reciprok gegenüber: 

In den Complexen einer zweigliederigen Gruppe entsprechen 
irgend einer Ebene Puncte, die in derselben Geraden liegen. 
Folgt aus der Axengleichung der zweigliederigen Complexgruppe. 

8) Die durch irgerd einen Punct gehenden Hauptschnitte der 
linearen Complexe einer zweigliederigen Gruppe £l-{-k ß'= schneiden 
sich in derselben Geraden. 

Ergiebt sich aus 3 und 6. 
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Hieraus folgt: 

9) Die Durchmesser aller Gomplexe einer zweigliederigen Gruppe 
sind derselben Ebene parallel. 

10) Die Gleichung der Ebene aufzustellen*, welcher die Durch- 
messer sämmtlicher Complexe einer Congruenz parallel sind. 

Aas (2) 

cos i : cos ^ : cos V = (D + f*2)') : (JE7+ ftE') : F+, fiF') 
folgt: 

(EF'— E'F) cos X — (DF — B'F) cos /* + {DE'- B'E) cos v = 

und es sind daher diese Durchmesser parallel der Ebene, deren Coordinaten u, 
Vy w in der Beziehung stehen 

u:v:w^ {EF'-^ E'F) : - (DJP'~ D'F) i {DE'^ JD'E) . 

11) Es ist zu zeigen ; dafs wenn die den Durchmessern sämmt- 
licher Complexe parallele Ebene zur (XY)- Ebene genommen wird, 
die Complexgleichungen ü = und Sl'=0 sich vereinfachen, indem 
bezüglich F und F' daraus verschwinden. Wird überdies zum Coor- 
dinaten- Anfangspuncte der Durchschnittspunct dieser Ebene mit der 

Geraden 

C+Ex — Dy = C+ Kx — D'y = 

gewählt, 80 verschwinden in den Complexgleichungen auch C und C\ 
Hieraus folgt, dafs die Z- Axe dieses Coordinatensystems von den Axen 
sämmtlicher Complexe der zweigliederigen Gruppe geschnitten wird. 
Die Gerade, welche von den Axen sämmtlicher Complexe einer 
zweigliederigen Congruenz geschnitten wird, wird dieAxe derCon- 
gruenz genannt. 

12) Die Gleichung der Directricen einer Congruenz bezüglich des 

in (11) angegebenen Coordinatensystems aufzustellen. 

Anl. Ist jit eine Wurzel der quadratischen Gleichung, welche die Para- 
meter der beiden Complexe bestimmt, deren Axen die Directricen der Congruenz 
sind, so werden dieselben durch die Gleichungen bestimmt: 

{A — JE;^!) + ^ {Ä— E'z) = 

(B -\-Bz) + ii. (JB'+ B'z) = 

{Ex — By) + |[* {E'x — B'y) == . 

2. Es sind die Durchschnittspuncte der Directricen mit der Z- 
und die Winkel, die sie mit der X-Axe unseres Coordinatensystems 
bilden, zu bestimmen. 

Anl. Zu letzterem Zwecke leite nian aus dem obigen Gleichungssystem 

die Gleichung ab: 

Ex — B y __ Ä x + By 

E'x — D y "" J'x~+ By ' 
Der Punct, welcher auf der Z-Axe den Abstand der beiden Direc- 
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tri cen halbiert, wird der Mittelpunct der Congruenz, der halbe 
Abstand die Gonstante derselben genannt. 

13) Welche Beziehung tritt zwischen den Constanten A, B, D, 
E und A', B'f D\ E' ein, wenn der Goordinaten-Änfangspunct in 
den Mittelpunct der Gongruenz verschoben wird? Die XF- Ebene 
dieses Systems heilst die Gentralebene der Gongruenz. 

Halbieren gleichzeitig die X- und F-Axe den Winkel der beiden 
Directricen, so ergeben sich zwischen den Goefficienten der beiden 
Complexe die Bedingungsgleichungen 

Die X- und Y-Axe in der oben bestimmten Lage werden die Neb en- 
axen der Gongruenz genannt. 

Ist die Gongruenz au^ dieses Goordinatensystem bezogen, so er- 
giebt sich für den Abstand d der beiden Directricen 

AB Ä'B' 



cP^ — 



DE DE' 

und für den Winkel •9', den dieselben mit der X-Axe bilden, 

. ^n AE ÄE' 

tan ^^ = - ^^ ^jy^ 

14) Die beiden Gomplexe, deren Gleichungen bezogen auf das 
obige Goordinatensystem die Gestalt haben 

Sl^= Am + Bn + Bp — Eq=^0 

Si;= Am + Bn + Up — E'q = 0, 

bilden die Gongruenz ii^ + ftü/== 0, welche die conjugierte 
Gongruenz von Sl + fftü'= genannt wird. Die beiden Gon- 
gruenzen haben denselben Mittelpunct, dieselbe Gentralebene, dieselbe 
Hauptaxe und dieselben Nebenaxen; ebenso sind der Abstand der 
beiden Directricen von einander und die Winkel, welche sie mit 
einander bilden, gleich. Gehört aber in der ursprünglichen Gon- 
gruenz die Directrix, welche die Z-kxe in ^ = -\- d schneidet, dem 
Winkel -f- tan «ö- an, so entspricht dieselbe in der conjugierten Gon- 
gruenz dem Winkel — tan d^. 



II. Abschnitt. 
Frojectivische Geometrie. 

Sechstes Oapitel. 
Die homogenen Coordinaten. 

§ 31. 
Funotooordinaten. 

Aufser der bisher benutzten Bestimmungsweise eines Punctes 
und einer Ebene durch drei Coordinaten, ist im Laufe der Entwick- 
lung der analytischen Geometrie eine andere in Verwendung ge- 
kommen, die überall; wo es sich um blol'se Lagenbezieliungen handelt, 
erhebliche Vorteile gegen die erste bietet. Sie strebt vornehmlich 
an, die Gleichungen, welche die geometrischen Gebilde repräsentieren, 
homogen zu gestalten, um dadurch der analytischen Geometrie die 
Vorteile der Symmetrie zuzuwenden. Dies wird offenbar schon erreicht, 
wenn wir die bisher verwendeten Coordinaten als Brüche mit dem- 
selben Nenner darstellen, und sowohl die Zähler als die Nenner zu 
Coordinaten resp. der Ebenen oder des Punctes nehmen. 

Wir drücken also nunmehr den Ort eines Punctes im Baume 
durch vier Coordinaten rr, y, 0, p aus und verstehen darunter vier 

Gröfsen, deren Verhältnisse — , — , — die gewöhnlichen Cartesischen 

Coordinaten des Punctes darstellen. 

Unter diesen Voraussetzungen bestimmen diese vier Coordinaten 
unzweideutig einen Punct; aber nicht umgekehrt sind durch die Lage 
des Punctes seine Coordinaten vollständig bestimmt, sondern blofs 
deren Verhältnisse zu einander. Demnach hat ein Punct unendlich 
viele Werte seiner Coordinaten, die aber alle in demselben bestimmten 
Verhältnisse zu einander stehen. Und umgekehrt, alle Systeme von 
Coordinaten, die in demselben Verhältnisse zu einander stehen, be- 
stimmen ein und denselben Punct. 

Diese Coordinaten sind die einfachsten homogenen Coordinaten 
und wir erhalten offenbar ein allgemeineres System derselben, wenn 
wir die Verhältnisse der vier homogenen Coordinaten nicht mehr den 
Cartesischen Coordinaten des Punctes selbst, sondern Quotienten mit 
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gleichen Nennern y gebildet aus vier von einander unabhängigen 
linearen Ausdrücken derselben^ gleichsetzen. Denn daraus ergeben 
sich die Gartesischen Goordinaten als Quotienten linearer homogener 
Ausdrücke der neuen Goordinaten mit gleichem Nenner und die Sub- 
stitution derselben macht daher jede Gleichung zwischen Gartesischen 
Goordinaten zu einer homogenen nach diesen vier linearen Ausdrücken 
und somit auch nach den neuen Goordinaten. 

Wir wollen also unter den vier homogenen Goordinaten x^, X2, 
x^y x^ eines Punctes Gröfsen verstehen, welche mit dessen Garte- 
sischen X, y, z durch die Verhältnisse zusammenhängen 

/tf • /y* • /y • ^ .«— 
1 • 2 • 3 • 4 "^^ 

(a,a; + b^y + c,^ + d,) : (a^x + h.,y + c^g + d^) 

: {a^x + i^y + c^z + d^) : (a^x+i^y + c^is + dj. 

Dieselben bestimmen unzweideutig einen Punct, da, wenn ihre Ver- 
hältnisse bekannt sind, auch drei Gleichungen zwischen den Garte- 
sischen Goordinaten des Punctes gegeben sind und sich somit diese 
hieraus bestimmen lassen. Aber nicht umgekehrt sind durch die Lage 
eines Punctes dessen homogene Goordinaten gegeben, sondern blos 
deren Verhältnis zu einander. Demnach entsprechen einem Puncte 
unendlich viele Werte seiner homogenen Goordinaten, die aber alle 
in demselben bestimmten Verhältnisse zu einander stehen. Und um- 
gekehrt: alle Wertsysteme der vier homogenen Goordinaten, die gleiche 
Verhältnisse zu einander haben, stellen denselben Punct dar. Mit 
Benutzung eines Proportionalitätsfactors q können wir die obigen 
Verhältnisse durch die vier Gleichungen ersetzen: 

Qx^ = a,a; + &,2/ + c,^ + rfj 

QX.^ = a.;^x + 632/ + C3^ + (73 

9^i = «4^ + hy + ^4^ + ^h • 
Da wir nun jeden der obigen linearen Ausdrücke, unter Veränderung 
seiner Goefticienten , mit einem beliebigen constanten Factor versehen 
dürfen, so können die homogenen Goordinaten durch vier Gleichungen 
von der Form definiert werden: 

QXi = h^ {a^x + l^y -f- c^s + d^ 

Qx^ = I2 iP'i^ + hy + ^2^ + ^'2 

^^3 == h^ {a^x + h^y + c^z + d^ 

QX^ = h (ö^'4^ + ^42/ + ^4^ + ^4 ' 

WO die Gröfsen it,, ifcj, ^^3, h^ als willkürlich aber fest gewählt anzu- 
sehen sind. Die Gonstanten in diesen vier Gleichungen müssen jedoch 
einer gewissen Einschränkung unterworfen werden. 



(1.) 
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Damit nämlich mittelst dieser Gleichungen zu jedem Wertsysteme 
von a?, , X2, oc^i x^ der entsprechende Punct gefunden, d. h. seine 
üartesischen Coordinaten bestimmt werden können, ist es notwendig, 
dafs die Determinante' 
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nicht verschwinde, da nur in diesem Falle aus dem obigen Gleichungs- 
systeme sich die vier Gröfsen —,—,—,-- 



berechnen lassen. 
Jede der vier Gleichungen 

«iS + 61^ + Cjg + t?i = a.J + 62^ + ^2^ + ^2 = 

«aS + hn + ^sS + ^3 = a^i, + hj^n + C4J; + ^4 = 

stellt eine Ebene dar, welche vier Ebenen, da die Determinante 

6, , c, , d^ 
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nicht verschwindet, sich auch nicht in einem Puncte schneiden, also 
die Seitenflächen eines Tetraeders bilden. Bezeichnet man nun mit 
Pif P29 JP37 Pi ^^® Perpendikel, welche von einem Puncte des Raumes 
Xy yy z bezüglich auf die erste, zweite, dritte und vierte dieser Ebenen 
gefallt werden, so ist § 12, 5 



^ ^ _ (OsaJ + ftsy + Ca^ + ds). 



i^2 = 






wo die Zeichen der Wurzeln in der bekannten Weise zu nehmen 
sind. Daher erhalten wir für die Coordinaten x^, x^y a;,, x^ die 
Beziehungen 

9^1 == ^1 i?i Ai^ + &i^ + Ci^ ; (>a;2 = A;2 1>2 ^2^ + V + ^2'^^ 



QX^=^h^ i?3 J^öjj^ + 63'^ 4- ^3^ QXa=^ h Pi V^A^ + W^ + ^4^ 



(2.) 



Da nuu die hier Torkommenden Wurzelgröfseu constant sind, so sind 
*i V< + ii' + c7 = A, ; h, /öj* + h^ + c7 = Aj 



, (3.) 



h y\' + h^ + ^4'' = Aj 

ebenso wie die ä;, , Äj, Ic^, k^ beliebige constante, aber festgewählte 
Gröfsen und die Gleichungen 
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QX^ = A, _p, , QX^ = ^2 JP2 , 93:3 = Agl?,, , QX^ = A4 JP4 (4.) 

ergeben für die homogenen Coordinaten die geometrische Definition: 
Die homogenen Coordinaten eines Punctes sind vier 
Zahlen, welche sich verhalten wie die mit beliebigen, aber 
fest gewählten Gonstanten multiplicierten Abstände des- 
selben von den vier Seitenflächen eines Tetraeders. 

Aus dieser Definition erhellt unmittelbar, dafs die Coordinaten 
der vier Ecken des Tetraeders bezüglich gegeben sind durch: 

a:, = ; iTj = , iTg = 

ic, = , X2 = 0, x^ = 

rc, = , 0:3 = , XJ^ = 

x*i -~-- yj y x*t *— ^ yj j Xt ^^— '/ • 

während die jeweilige vierte Coordinate völlig unbestimmt bleibt. 
Denn die Perpendikel, welche sich von einer Ecke auf die in ihr 
sich schneidenden drei Tetraederfiächen fällen lassen, haben den 
Wert Null. 

Da von einer Kaute des Tetraeders sich nur auf zwei Seitenflächen 
des Tetraeders Perpendikel fällen lassen, so sind die Puncte der sechs 
Kanten charakterisiert bezüglich durch die Gleichungen: 

irj = 0, 0^2 = 0; x^ = 0, x^ = 0] ajj = 0, x^=^0, 

während jedesmal die beiden anderen Coordinaten unbestimmt bleiben, 
aber in jedem Puncte der Kante in einem bßstimmten Verhältnisse 
zu einander stehen, welches die Gleichungen 4 ergeben. 

Die Puncte einer Tetraederfläche endlich sind bezüglich durch 
die Gleichungen charakterisiert: 

X4 *— — ' \J : Xn ""— yj ^ Xo •■ \j • Xi ^— \j , 

da für die Puncte einer solchen Fläche eines der Perpendikel Null ist. 

§32. 
EbenenoGordinaten. 

In ganz analoger Weise, wie wir soeben den Begriff der homo- 
genen Punctcoordinaten ableiteten, gelangen wir zum Begrifle der homo- 
genen Ebenencoordinaten. Die einfachste Art derselben erhalten wir, 
wie schon bemerkt, indem wir die bisher verwendeten Coordinaten 
als Brüche mit demselben Nenner darstellen und sowohl die Zähler 
als den Nenner zu Coordinaten der Ebene bestimmen. Wir drücken 
also dann die Lage einer Ebene im Räume durch vier Coordinaten 
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u, V, Wy q aus und verstehen darunter vier Gröfsen, deren Verhält- 
nisse — ^ - , — die gewöhnliehen Coordinaten der Ebenen darstellen. 

Jr •^ -*■ 

Ein viel allgemeineres System homogener Coordinaten erhalten 
wir aber offenbar, wenn wir die Verhältnisse der homogenen Coor- 
dinaten nicht den früheren Ebenencoordinaten selbst, sondern Quo- 
tienten mit demselben Nenner aus linearen Ausdrücken, jeder dieser 
Ausdrücke etwa noch multipliciert mit einer beliebigen aber fest ge- 
wählten Constanten ; gleichsetzen. 

Wir verstehen also unter den homogenen Coordinaten einer 
Ebene vier Gröfsen «i„ ^2, %, W4, welche mit den gewöhnlichen Coor- 
dinaten w, V y w derselben durch die Verhältnisse zusammenhängen: 

tf 4 • JAin • IVO m IVA ■ 

«/| (-4,M + B^v -j- C{iv -|- 2>i) : i/j (-^jW + B2V + C^w + Dg) 
: 1/3 (Ä^u + B^v + C^w + D3) : v^ (A^u + B^v + C^w -f D^) , 

wo die i/j, 1^2» ^3> ^4 ^^® beliebig aber festgewählten Constanten be- 
deuten. 

Wie diese Relationen zeigen^ bestimmen die vier Coordinaten 
unzweideutig eine Ebene, da durch sie ihre Verhältnisse und hiermit 
drei Gleichungen zwischen den Coordinaten der Ebenen u^ v^ w ge- 
geben sind. Aus diesen lassen sich, sobald nur die Determinante 
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I -^4? ■^4> ^'Ay ^4 

nicht verschwindet, die Gröfsen Uj v, w stets berechnen. Es lassen 
sich aber nicht umgekehrt aus der Lage der Ebene, d. h. aus ihren 
Coordinaten u, v, w, ihre homogenen Coordinaten «(,, n^y W3, u^ be- 
stimmen, sondern blofs deren Verhältnisse zu einander. Es entsprechen 
demnach einer Ebene unendlich viele Werte ihrer homogenen Coor- 
dinaten, die aber alle in demselben Verhältnisse zu einander stehen; 
und umgekehrt alle Wertsysteme der vier homogenen Ebenencoor- 
dinaten, die gleiche Verhältnisse zu einander haben, stellen dieselbe 
Ebene dar. Mittelst eines Proportionalitätsfactors können wir nun 
die obigen Verhältnisse durch das äquivalente Gleichungssystem er- 
setzen : 

au^ = i/j {A^u -f B^v + C^tv + -D,) 

au2 = v^ {A^u + B^v + CV^ + -^2) 
ßUj^ = Vi {Aj^u + Bj^v + G^w + 2)4) 



(i'O 
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aas dem sich unmittelbar die Notwendigkeit, dafs die Determinante 
• nicht verschwinde, ergiebt, da nur unter dieser Voraussetzung bei 
gegebenen homogenen Coordinaten w-i, Wj, t*3, u^ sich die vier un- 
bekannten - , — , und - berechnen lassen, also die Lac^e der Ebene 

bestimmt werden kann. 

Jede der vier Gleichungen 

A^u + B^v + C^w + -D, = 0, A^u + B.^v + C^w + D^ = 

A^u + B^v + C^w + 2)3 = , A^u + B^v + C^w + D, = 

stellt einen Punct dar, welche vier Puncte wegen der Voraussetzung, 
dafs die Determinante nicht verschwinde, nicht alle in einer Ebene 
liegen und also die vier Ecken eines Tetraeders sind. Bezeichnen 
wir nun mit gj, q^^ q^, q^ die Perpendikel, welche von den einzelnen 
Ecken auf eine Ebene gefällt werden, deren Coordinaten w, v, w sind, 
so ergeben sich die Ausdrücke § 18 

' Dj ^UJ^ + t;2 4. ^2 ' ^2 ^^ ^^2 4_ V« :j_ 2^,2 

^ D3 Yu^ + V2 + IC« ' ^^ J>^ ^ti» +"^«"+^2 

Daher erhalten wir für die homogenen Coordinaten die Beziehungen: 



(2-.) 



(J^j = l/j gr^ 2>j ^1(2 ^ ^,2 _|_ ^2 . 0^^ ^^ y^ ^2-^2 J^**"^ + ^^* + ^^| 
(J W3 = 1/3 gfg 2)3 j/t*'^ -|_ |;2 _j_ ^2 . ^^^ a= |;^ g^ 2>4 /m'^ + t;^ -f- M;^) 

woraus folgt 

Wj : W2 : % : u^ = Di Vi ^i : B^v^ q^ : B^v.^ q^ : B^v^ q^ , (3'.) 
oder, wenn wir mit (? den Proportionalitätsfactor und mit f^i; 1^27 f^s? t^i 
bezüglich die Constanten v^B^, ^2-^2? ^3-^3? ^4^4 bezeichnen, 

<y«*i = ^1 ffi , <yw2 == ^2^2 ; ^«^3 = /*3ff3 ) <y ^4 = f*4 9'4 • (4'.) 
Da nun hierin die ft von derselben Beschaffenheit sind, wie die 
V, so ergiebt sich hieraus für die homogenen Ebenencoordinaten die 
Definition : 

Die homogenen Coordinaten einer Ebene sind vier 
Zahlen, welche sich verhalten, wie die mit beliebigen, 
aber fest gewählten Constanten multiplicierten Abstände 
derselben von den vier Eckpuncten eines Tetraeders. 

Hiernach sind also die Ebenen des Tetraeders bezüglich durch 
die Gleichungen gegeben: 
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während der Wert der jeweiligen vierten Coordinate unbestimmt 
bleibt und nur nicht verschwinden darf. 

Die Ebenen, die durch eine Kante des Tetraeders gehen ^ sind 
bezüglich durch die Gleichungen 

t*j = , Wj «= ; M, == , Wj = ; Mj c= , u^-c=,0] 

^2 = , W3 = ; Mj = , Wj = ; M3 = , m^ = , 

die Ebenen, welche durch eine Ecke des Tetraeders gehen, bezüg- 
lich durch eine der Gleichungen 

u^ =0 , ^2 = , Wg = , w^ s= 
charakterisiert. 

§33. 
Das Fundamentaltetraeder. 

Nach dem Vorhergehenden haben wir der Bestimmung der' 
Puncte und Ebenen mittelst homogener Coordinaten ein Tetraeder 
zu Grunde legen; indem wir dann als die vier homogenen Coordinaten 
eines Puuctes je vier Zahlen ansehen können, welche sich ebenso 
verhalten , wie die mit beliebigen aber festgewählten Constanten multi- 
plicierten Abstände desselben von den vier Seitenflächen des Tetraeders 
und als die homogenen Coordinaten einer Ebene je vier Zahlen, die 
sich verhalten, wie die mit beliebigen aber festgewählten Constanten 
multplicierten Abstände derselben von den vier Ecken des Tetraeders. 

Dieses Tetraeder, welches der ganzen Coordiuatenbestimmung zu 
Grunde liegt, wird das Fundamentaltetraeder genannt. 

Sind nun 

a,a; + ^iJ/ + ^1^ -}- di =0, a.^x + h^y + Cj^e? + ^2 == 

a^x + 63J/ + c^x -f ^3 = 0, a^x + h^y -\- c^z + d^ ==- 

die Gleichungen der Seitenflächen des Tetraeders in Cartesischeu 
Coordinaten, so sind die Gleichungen der ihnen gegenüberliegenden 
Eckpuncte bezüglich: 

A^u + JB^v + CiW? + 2>, = 0, A^u + JB^v + C2W? + Dj == 

A^u + B^v + C3W; + D3 = 0, A,u + B,v + C4W; + 2)4 = , 

wenn wir mit den grofsen Buchstaben die Minoren der Elemente 
bezeichnen, welche in der Determinante 

! «17 &n ^u ^1 
2 } 2 f 1 > 1 

^•^1 ^3> ^3' ^h 
«4; ^4> ^4? ^4 

denselben kleinen Buchstaben und denselben Index besitzen. 



?a-) 



§ 33. Das Fundamentaltetraeder. 113 

Die homogenen Coordinaten x^, x^, x^, x^ eines Punctes und 
u^, U2J u^, M4 einer Ebene hängen dann nach § 31 und 32 mit ihren 
gewöhnlichen Coordinaten x, y, 0, und u, v, w durch die Gleichungen 
zusammen : 

QX2 = Ä2 (a^x + b^y + ^2^ + 1) <yw2=^2 (A^ + S^v + C^w+l) 
QX^ = h («3^ + hy + ^3^ + 1) <^^3='^Z (A^w + B^v + C^w+1) 
QX^ ^k^^a^x^ b^y + c^0 + 1) 0^4=1/4 (-^4% + B4«; + C4M?+1) 

wo die Je und t/ ganz beliebige, aber fest gewählte Gonstante be- 
zeichnen. 

Den verschiedenen Wertsystemen der m und v entsprechen dann 
verschiedene Systeme homogener Coordinaten. Wählen wir nun 

^*l = *2 = *3 = *4 = ^1 = ^2 = ^3 = ^4 = 1 » 

so hängen die homogenen und gewohnlichen Coordinaten durch die 
Gleichungen zusammen : 

QXi = a^x + 6,y + ^1^ 4~ ^t ^^i = A^ + -^i^ + ^1^ + -^j 
QX2 = «2^ + ^2^ 4" ^2^ + ^2 ^^2 == -^2^ 4~ -^2^ + ^2^ + -^2 

C>^3 = «3^ + M + ^3^ + d'i <^% = ^3^ + ^3«^ + ^3««^ + A 
9 ^4 = «4^ + &4J/ + ^4^ + ^4 <^«*4 = ^4^ + -^4^ + C'4«i? + 2)4 

und es müssen dann die Perpendikel vom Puncte auf die Tetraeder- 
flächen § 31 (3.) mit den Constanten 

und jene von den Tetraederecken auf eine Ebene § 32 (3') mit den 
Constanten 

f*i = A; ^2 = ^^25 f*3 = A; f*4 = A 

multipliciert werden, um bezüglich die Verhältnisse der homogenen 
Coordinaten des Punctes und der Ebene darzustellen. 

Von diesen homogenen Coordinaten eines Punctes und einer 
Ebene gelangen wir zu seinen gewöhnlichen durch Auflösung der 
Gleichungen (I), wodurch sich ergiebt: 

B^Xi + D^Xz + 1^33^3 + T>A^A di'^i + «^2^2 + ^3^3 + ^4^4 

-^1^1 + A^2 + -^3^3 + A^4 ^1^1 + <^2 W2 + d^ U3 ;+ (^4 W4 



(II.) 



Diese Gleichungen lehren uns eine wichtige Consequenz der oben ge- 

EachcTich, Einleitung- i. d. anal. Geom. d. Banm. 8 
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troffenen Bestimmung über die Constanten Tc und v. Substituieren 
wir nämlich in ux -^ vy -{- W0 -j- l für x, y^. und u, v, w die 
oben stehenden Ausdrücke (II.) in homogenen Coordinaten, und be- 
rücksichtigen wir^ dafs die grofsen Buchstaben die Subdeterminanten 
der gleichbezeichneten Elemente in 

«1? ^17 C\y ^1 



B = 



sind, so ergiebt sich 



a 



2) 



a 



3> 



a 



47 



'2 7 



'3> 



'4 7 



'2» 



C, 



3 7 



'4? 



d 



3 



d. 



ux -^^ vy -^ WZ -{- 1 



hA , 

WO i und k alle Werte von 1 bis 4 zuzuerteilen sind. Somit ist nach 
bekannten Determinantensätzen: 

ux -{- vy '\- WZ -\- \ ^= 

■^ (Difljj + D^Xjt + DjÄj + 1)40:4) (d|tti + d,t*2 + <^8«*8 + ^4^4) * 

Liegt daher der Punct x, y, z, der die homogenen Coordinaten x^^ 
a?2, x^f x^ besitzt, in der Ebene u, v, Wy welche die homogenen Coor- 
dinaten u^, U2, %; u^ hat; so ist 

ux -^ vy -}- wv +1=0, 
und somit 

Es drückt also diese Gleichung die Bedingung der 
vereinigten Lage des Punctes x^^ rCj, ^3, ^4 und der Ebene 
u^y U2J t«3; u^ aus. Somit: 

Betrachten wir in der Gleichung 

^1^1 + ^2^2 + ^3^3 + ^4^4 == ö 

die X als variabel und die u als constant, so stellt dieselbe 
eine Ebene dar^ deren homogene Coordinaten u^^ u^j U39 u^ 
sind; sehen wir hingegen darin die x als constant und die 
u als variabel an, so stellt sie einen Punct dar, dessen 
homogene Coordinaten x^^ X2, x^y x^ sind. 

§34. 

Fortsetzung. 

Unter den linearen Gleichungen in homogenen Punctcoordinaten 
ist eine besonders merkwürdig, nämlich jene, deren linke Seite bei 
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der Transformation der homogenen iu die gewöhnlichen Coordinaten 
den Nenner bildet^ also die GleichuDg 

Für alle Puncto dieser Ebene und nur für diese wird a; = oo, y = cx>, 
£r = oo; sie enthält also alle unendlich fernen Puncto des Raumes. 
Wir sehen somit ^ dafs die Gesamtheit aller unendlich fernen Puncto 
des Raumes durch eine lineare Gleichung dargestellt wird und werden 
so auch von dieser Seite zur Einführung des Begriffs der unendlich 
fernen Ebene geführt. Wir drücken damit nur kurz die analytische 
Thatsache aus, dafs die homogenen Coordinaten jedes Punctes, dessen 
Cartesische unendlich grofs sind, der obigen nach deuv homogenen 
Coordinaten linearen Gleichung genügen müssen. Und umgekehrt; 
dafs alle Puncto, deren homogene Coordinaten jener Gleichung ge- 
nügen, unendlich grofse Cartesische Coordinaten besitzen. 

Indem wir die eine Seitenfläche des Fundamentaltetraeders mit 
der unendlich fernen Ebene zusammenfallen lassen, können wir das 
Parallel -Coordinatensystem als einen speciellen Fall des Tetraeder- 
systems darstellen: Zu diesem Behuf e wollen wir zunächst der De- 
finition der homogenen Punctcoordinaten eine scheinbar allgemeinere 
Fassung geben. Es seien i,, Zjy ^3 ^^^ -^4 vier Richtungslinien 
im Räume, von denen keine drei in derselben Ebene liegen, und jede 
derselben werde einer Seitenfläche des Fundamentaltetraeders zuge- 
ordnet. Die Richtungslinie L^ bilde mit der Seitenfläche iCj = den 
Winkel a^ , Xj mit rrg = den Winkel «j u. s. f. Bezeichnen dann 
Zi, l^, Z3, Z4 die Längen der Geraden, welche von einem Puncto a;^ , 
X2) x^y x^ parallel den vier Richtungslinien ij, L^j L^, L^ bis zu 
den entsprechenden Seitenflächen des Tetraeders gezogen werden, so 
gehen aus den Gleichungen 

9^1 = ^iPi 5 Q^2 = hVt 

P^3 = ^3JP3 7 9^X^KV\ 

die folgenden hervor: 

9ir, = (A, sin «j) \ ; qx^ = (^2 ^^^ ^2) h 
9^3 = (^2 sin «3) ^3 ; qx^ = (A4 sin a^) l^ . 
Indem wir an der Bedeutung der Constanten A festhalten, dafs die- 
selben beliebige, aber festgewählte Constanten seien, ergeben sich 
zur Definition der homogenen Coordinaten die Gleichungen 

QX^ = Aj^i ; QX2 = ^2^2 ; 9^3 = A3/3 ; QX^ = A^t^ , 
worin die Z, , Zj» hp h nicht mehr die Abstände des Punctes von den 
Tetraederflächen, sondern Längen auf den zu bestimmten Richtungs- 
linien durch ihn gezogenen Parallelen bezeichnen. 

Setzen wir nun fest, dafs die eine der Constanten A etwa A^ der 

8* 
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reciproke Wert des Abschnittes sei, welcher, auf der zur Bichtungs- 
linie L^ durch die Tetraederecke rCi = 0, iCj = 0, rpg = von dieser 
und der gegenüberliegenden Seitenfläche begrenzt wird, so wird, 
wenn diese Seitenfläche Xj^ = ins Unendliche rückt, 

und somit 

Lassen wir daher femer die übrigen drei Richtungslinien der i^, L^^ 
L^ den im Endlichen liegenden drei Kanten des Tetraeders parallel 
sein und wählen A, = Aj = A3 = 1 , so ist das Tetraedersystera in 
ein Parallel-Coordinatensystem übergegangen. 

§ 35. 
Linienooordinaten. 

Die eben behandelte Bestimmungsweise des Punctes und der 
Ebene durch homogene Coordinaten zieht auch die Einführung neuer 
Liniencoordinaten nach sich. 

Wir verstanden im Vorhergehenden (§ 25) unter den Coordinaten 
einer Geraden, wenn wir dieselbe als Strahl uns durch zwei Puncto 
Xj j/, ;2f; x\ y, e> bestimmt dachten, die sechs Ausdrücke: 

a: — fl?', y — y', — /, xy — x'y , xz — xz\ yz — yz , 

wenn wir sie als Axe zweier Ebenen, welche bezüglich die Coordinaten 
w, V, w; u\ V, w besitzen, auffassten, die sechs Gröfsen: 

w — w , V — v\ w — w\ UV — uv^ u'w — uw\ VW -r- VW . 

Drücken wir nun die Cartesischen Coordinaten x, y, z\ x\ y\ z' jedes 
der beiden Puncto durch seine homogenen aus, so stellt sich jede 
der Differenzen 

X — x'y y — y\ z — z\ xy' — oily, x'z — xz\ yz — yz 

als ein Quotient dar, dessen ^hler eine homogene lineare Function 
der sechs Grofsen 

JP12 = ^1^2 ^2 ^i 5 P\z =" ^\^z — ^3 ^1 5 P\i = X\^i ^4^1 

und deren gemeinschaftlicher Nenner 

(D,x, + D,x, + D,x, + D,x,y (A^i'+ -02^2'+ A%'+ AO 

ist, wenn wir mit x^y x^, x^, x^ und x{^ x^y x^y x^ die homogenen 
Coordinaten bezüglich des Punctes x, yy z und Xy y, z bezeichnen. 
Analog ergiebt sich jede der Differenzen: 

U — Uy V — V, W — W\ UV' — UV , uw — uw y vw' — VW 
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als ein Quotient , dessen Zähler eine homogene lineare Function der 
sechs Gröfsen 

«23 = ^2 %' — «*3 ^2 9 «24 = ^2 «*/ " ^3 1*2'» «34 = ^'i ^4 — ^4 ^3' 

und deren gemeinschaftlicher Nenner 

ist, wenn wir die Coordinaten m, t;, t(? und m, v', m;' der beiden 
Ebenen bezüglich durch ihre homogenen Coordinaten u^, U2, u.^, u^ 
und w/, Wj', W3', W4' ausdrücken. 

Es verhalten sich somit die sechs Strahlencoordinaten einer Ge- 
raden, wie sechs bestimmte lineare homogene Ausdrücke der sechs 
Gröfsen p^^t P\^f Pu, P23; P2iJ Puy ^^^ ^^^^ sechs Axencoordinaten 
wie sechs lineare homogene Ausdrücke der sechs Gröfsen q^^^ «13; 

3^14; «23? «24» ^34' 

Ekirch die Verhältnisse von fünf Strahlen- oder Axencoordinaten 
einer Geraden zur sechsten sind daher die Verhältnisse bezüglich der 
sechs Gröfsen p oder q gegeben, und umgekehrt durch die Verhält- 
nisse der sechs Gröfsen p oder q sind auch die Verhältnisse der 
sechs Strahlen- oder Axencoordinaten einer Geraden und somit diese 
selbst bestimmt. 

Die Verhältnisse der sechs aus den homogenen Coor- 
dinaten x^, X2, ^3, x^] x^y x^^ x^, x^ zweier Puncte gebil- 
deten Ausdrücke 

19x2 = ^1^2 X^X^ \ J9j3 = XiX^ ^3^1 5 Pu ^^^ ^1^4 Ot^^iX^i 

1^23 "^^ ^2*^3 ^3^2:^2 5 i^24 ''^ ^2*^4 ^4^2 7 1^34 "^^ '*^3^4 "^4^3 

bestimmen die Verbindungslinie dieser Puncte; und die 
Verhältnisse der sechs aus den Coordinaten u^, u^^ Wg, u^-^ 
u{y W2', %'» '^A zweier Ebenen gebildeten Ausdrücke 

2l2 = UyU^ — U^U^-^ g,3 = WiV— M3W1'; ^14 = Wl^*4'— W4W1' 
«23 = W2%'— %<; ^24 = «^2«*4'— ■ ^4^5 «34 = %<— ^4«*/ 

bestimmen die Schnittlinien dieser Ebenen. 

Wir können daher die sechs Gröfsen p als die ße- 
stimmungsstücke eines Strahles und die sechs Gröfsen q 
als die einer Axe betrachten. 

Sowohl zwischen den sechs Strahlencoordinaten p^ als den sechs 
Axencoordinaten q einer Geraden besteht eine Identität, welche jener 
zwischen den gewöhnlichen Strahlen- oder Axencoordinaten entspricht 
§ 25, aus denen sie selbst hergeleitet wurden. 
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Wir erhalten dieselbe ^ indem wir jede der beiden identisdh ver* 
schwindenden Determinanten 



X 



X 
X 
X 



i i 
1 > 



X 
^2> 



2 > 



X 



X 



3 9 

3; 



^4 



1 ; 
1» 
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X 



2; 
2; 



a?3 , ^/i 



a; 



3; 



X, 



= 
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1 7 

19 



Wo , Wg > ^4 



ti 



1 y 
1 ^ 



u 



2 ? 

2 } 
r 

2} 



U 



U 



U 



39 

3 7 
r 

3 9 



t*. 



W. 



t*. 



= 



nach dem La Place'schen Determinantensatze in ein Aggregat aus 
Producten zweigliedriger Determinanten auflosen. Es ergeben sich 
auf diese Weise die beiden Identitäten 

i>12JP34 +JP3lJP24+JPl4P23 = 0, 2l2ä'34 + ^'31 ?24 + ffl4 223=0, (1.) 

WO also i^ik = Xi Xk — XkXi ', qik = w, w* ' — WiM,- ' 

ist. 

Je sechs Grofsen, p oder g, welche respective den Identitäten (1.) 
genügen, bestimmen somit eine Gerade^ und wir können dann diese 
sechs Grofsen p als die Coordinaten eines Strahles und die g als die 
Coordinaten einer Axe betrachten. 

§ 36. 
Fortsetzung. 

Die eben definierten Strahlen- und Axencoordinaten haben auch 
eine einfache geometrische Bedeutung, aus der die Zweckmäfsigkeit 
ihrer Wahl noch klarer hervorgehen wird. 

Es sind nämlich die Strahlencoordinaten p die Coefficienten in 
den homogenen Gleichungen der Ebenen, welche die Gerade von den 
Eckpuncten des Tetraeders aus projicieren, und die Axencoordinaten 
g die Coefficienten in den homogenen Gleichungen der Durchschnitts- 
puncte der Geraden mit den Tetraederflächen. Denn sind x^j x.^, x^^ 
x^ und x^\ X2, x^', x^ die homogenen Coordinaten zweier Puncte der 
Geraden ; so müssen die homogenen Coordinaten u^y u^y %; t^^ = 
der Ebene, welche durch diese beiden Puncte und die Ecke x^ = 0, 
a?2==0, 0^3 = hindurchgeht, die beiden Gleichungen befriedigen: 

UyX^ +««2^2 +^3^3 =0 

U^ X{ + U2^2 + Wg^s' = . 

Daher ist 

M, : W2 • % = 1?23 : — JP13 • P21 • 
Auf dieselbe Weise ergiebt sich das Verhältnis der Coordinaten der 
Ebene Vj, v^-, ^3 = 0, v^^ welche die Gerade aus der Ecke x^ = 0, 
iCj = 0; a;4 = projiciert: 

Vi : Vj : V4 =1>24 ' — Pi4 • Pix ^- 8. f. 
In ganz analoger Weise erhärtet man die Behauptung über die 
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Grölseu q. Sind nämlich u^, u^, %; u^ die Coordinaten einer Ebene, 
welche durch die Gerade geht; u(, u^, u^, u^\ die einer zweiten, so 
mufs die Gleichung des Durchschnittspunctes der Geraden mit einer 
Tetraederfläche sowohl durch die Coordinaten dieser beiden Ebenen 
befriedigt werden, als auch einen Punct der betrefienden Tetraeder- 
fläche darstellen. Wollen wir etwa die Gleichung des Durchschnitts- 
punctes der Geraden mit der Seitenebene le^ = 0, 1*2 = 0, % = 0, 
so müssen die homogenen Coordinaten ||, $2^ S3; S4 "=" ^ ^^s Durch- 
schnittspunctes den beiden Gleichungen genügen 

^i 5i + ^2 62 + «ig S3 = 

woraus sich ergiebt 

»1 • 62 • «3 ™° 223 • 9^13 • ä'21 • 
In der nämlichen Weise erhalten wir für die Coordinaten iy,, 1^2' 
r^^ = 0, 7j^ des Durchschnittspunctes der Geraden mit der Ebene 
t^j e= 0, Mj = 0, w^ = : 

1h •• 1?2 • ^4 = «24 • — 2l4 • «21 U- S. f. 

Aus dieser geometrischen Bedeutung unserer Strahlen- und Axen- 
coordinaten ist evident, dafs ihre Verhältnisse unabhängigsind 
Ton der Wahl der beiden Puncte des Strahles oder Ebenen 
der Axen, die zur Bildung dieser Coordinaten verwendet 
werden. Diese Thatsache läfst sich auch leicht aus der Bildungs- 
weise selbst unserer Coordinaten erkennen. Wir wollen dies nur für den 
Fall der Strahlencoordinaten darthun, da der Nachweis für die Axen- 
coordinaten sich blos durch die Vertauschung des Wortes Punct mit 
Ebene hiervon unterscheidet. 

Die Coordinaten jedes Punctes der Verbindungslinie unserer 
beiden Puncte x^, x^, x^j x^ und a;/, ^Tj', x.^y x^ lassen sich vermöge 
zweier Contanten k und A' in der Form darstellen 

AtX^ "j" A 5/| ^ A^2 ~t~ *^2 5 *^3 "1 *^3 i "'»^a "i '* Xa • 

Bilden wir nun aus den Coordinaten dieses Punctes und des Punctes 

(ix^ + ft'ir/; iix^ + /tV; ^«3 + f*'<; f*^4 + f*'^4' 
die Liniencoordinaten, so erhalten wir 

Es unterscheiden sich somit die aus den beiden letzten Puncten ge- 
bildeten Liniencoordinaten von den ursprünglichen um den constanten 
Factor {X(i — A'f*), was den Inhalt unserer Behauptung bildete. 

Wenn also die sechs Coordinaten p oder q einer Geraden ge- 
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geben slud, so lassen sich stets Ebenen oder Puncte construieren, 
deren Durchschnittslinie respective Verbindungslinie die Gerade ist. 
Auf diese Weise lassen sich alle Geraden construieren^ deren 
Strahlen- oder Axencoordinaten einer gegebenen homogenen Gleich- 
ung in den Coordinaten der Geraden genügen und deren Gesamtheit 
wir im Vorhergehenden einen linearen Complex nannten*). Die Be- 
griffe der linearen Congruenz und der Linienfläche bedürfen hiernach 
keiner weiteren Exposition. 

§ 37. 

Bei späteren Untersuchungen wird es häufig von Nutzen sein, 
die räumlichen Coordinaten eines Punctes einer Seitenebene des 
Fundamentaltetraeders zu ersetzen durch dessen Ebenencoordinaten in 
Bezug auf das in dieser Ebene gelegene Dreieck des Tetraeders als 
Pundamentaldreieck. Wir wollen daher den Zusammenhang aufsuchen, 
in dem diese Coordinaten des Punctes -stehen. 

Die .Tetraederebene sei etwa die Ebene x^ = 0. Die ßaum- 
coordinaten des Punctes seien x^, x^, x^y a?4 = 0"und seine ebenen 
Coordinaten für das Pundamentaldreieck, dessen Kanten die Geraden 
iPj = 0, x^ = 0\ a?2 = 0, x^ = 0\ x^ = Oy Xj^ = sind, seien be- 
züglich g,, gj, I3. 

Wählen wir nun die Tetraederebene x^ = zur (X Y)-Ebene 
des zu Grunde gelegten Cartesischen Coordinatensystems, so hängen 
die homogenen Raumcoordinaten irgend eines Puuctes mit dessen 
Cartesischen durch die Formel zusammen 

QX^ = «1^ + &i2/ + ^t^ + ^^1 
QX^ = a^x -f l^y + C20 + ^2 
QX.^ = a^x -f Ky -f c^ß -f tl^ 

Speciell die eines Punctes der Tetraederebene x^ = 0, welche zugleich 
für das Cartesische System die Ebene = ist, werden durch die 
X', y-Coordinaten dieses Punctes also durch die Formeln ausgedrückt: 

pa;, = a, a; + 6, y -f c?, ; qx^ = a.^x -\- h.^y + d.^ ; 

QX.^ = a^x + &3J/ + ^3 • 

*) Der lineare Complex wurde in § 26 durch eine homogene lineare Gleich- 
ung in den Strahlencoordinaten x — x\ y — y'y z — z\ xy — x'y , xz — xs\ 
yz' — y'z, oder in den Axencoordinaten u — w, v — v\ w — w\ wo — t*'f?, 
v^w — tt«?', VW — VW definiert. Verwandelt man diese Coordinaten bezüglich 
in die ^- und g-Coordinaten, so erhält man für den Complex wieder eine lineare 
homogene Gleichung in diesen Coordinaten. 
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-Die Coordinaten g„ ^2^ ^3 ^äieses Puuctes hinwiederum sind nach ^ 8 
durch die Gleichungen definiert: 

<yg, ^a^x + hiV + df] öli = a,^x+ hy + d^ ; 

0^3 = a.iX + b^y + dg. 

Es unterscheiden sich daher die Raum coordinaten o^j, X2, ^3 
des Punctes von seinen ebenen Coordinaten 5i; S2» S3 ii^i" 
um einen gemeinsamen Factor. Sind daher dieRaumcoor- 
dinaten eines Punctes einer Seitenfläche des Fundamen- 
taltetraeders mit einander durch eine Gleichung ver- 
knüpft^ so drückt dieselbe auch die Verbindung aus 
zwischen den ebenen Coordinaten dieses Punctes bezogen 
auf das in der Ebene gelegene Dreieck des Tetraeders als 
Fund amental dreieck. 

Ein ganz analoger Satz ergiebt sich für den Zusammenhang 
der Coordinaten einer Ebene und den ebenen Liniencoordinaten der 
Durchschnittslinie derselben mit einer Seitenfläche des Fundamental- 
tetraeders für das in dieser Seitenfläche gelegene Dreieck desselben 
als Fundamentaldreieck. 

Die Tetraederebene sei wieder die Ebene a?4 = 0, m seien die Coor- 
dinaten der Ebene und v die ebenen Coordinaten der Durchschnittslinie 
bezüglich derselben Ecke des Fundamentaltetraeders. Ist dann q der 
Abstand dieser Ecke von der Ebene, und q der von der Geraden, 
so ist QU = q] 0v = q'. 

Da nun q = q'cos a , 

wenn « den Winkel bezeichnet, welchen die Ebene mit der Seiten- 
fläche des Tetraeders einschliefst, so ist 

wo einen Proportionalitätsfactor bedeutet. 

Es unterscheiden sich die ebenen Coordinaten der 
Durchschnittslinie einer Ebene mit einer Seitenfläche des 
Tetraeders, für das in dieser Seitenebene liegende Dreieck 
des Tetraeders als Fuudamentaldreieck, von den Ebenen- 
coordinaten, die den gleichen Ecken des Dreiecks zu- 
gehören, um einen gemeinsamen Factor. 

§ 38. 

Wie schon bemerkt, werden diese homogenen Coordinaten nur 
bei Betrachtungen über Lagenbeziehungen mit Vorteil verwendet und 
wir wollen daher von den früheren Sätzen im Folgenden nur jene 
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in Tetraedercoordinaten wiederholen, die sich nicht auf Mafsverhält- 
nisse beziehen. 

Als die Bedingung der vareinigten Lage von Punct 
und Ebene fanden wir: 

u^x^ + U2X2 + u^x^ + u^oo^ = . 
Es ist dies auch die allgemeinste Form für die Gleichung sowohl 
eines Punctes als auch einer Ebene^ denn je nachdem wir darin die 
u oder x als variabel ansehen, stellt dieselbe einen Punct oder eine 
Ebene dar. 

Hieraus ergeben sich nun durch genau dieselben Überlegungen 
und Rechnungsoperationen wie in den Capiteln II und III die Sätze 
und Formeln: ' 



l)Die Gleichung der Ebene, 
welche durchdie dreiPuncte: 






ff 



n 



^i ) X2 ) X^ y X^ , 



f/f 



ff/ 



f/f 



xi , x^'j x^ , x^ geht, ist 



X 
X 
X 
X 



1 y 

f 

1 ; 

ff 

1 ; 



X2 

Xe, 



'2 ; 
ff 

'2 i 
ftf 
^2 ; 



X 
X 
X 
X 



3 7 

3 ? 

ff 
3 ; 

/// 
3 ; 



X, 

X^ 
X 



ff 



fit 



= 0, 



Die Gleichung des Punctes, 
welcher in drei Ebenen: w/, Wj', 






3 » ^4 5 

tff fff 

2 » % 



ff 



it 



ff 



^2 , W3 , 



1 7 

w/" liegt, Jst 



u 



ff 



4 j 



u 



irr 

1 > 



u ' 

u 

u 



1 ; 
ff 

1 7 
fff 



u 
u 
u 



w. 



2 7 

M 

ff 

2 y 
fff 



u 



3 ; 



2 ; 



U 
u 
u 



3 7 

ff 
3 7 

fff 
3 > 



w. 



w. 



Wx 



ff 



Ua 



fff 



-0, 



gleichzeitig drückt diese Kelation die Bedingung aus 

dafs die vier 



mt un c u e • Xt • X2 * Xo , x* « ^i , X2 « 



**'3 ; •*'4 ) •^' 



J ) 



ftf tff fff 

X2 j ^3 ; ^4 



ff ff ff fff 

/y» rtf ^ * ^ 

•*'2 ; '*'3 > •*'4 ? -^i ; 

in einer Ebene 



liegen. 



Ebenen: w^, 1^2» %» ^4) ^i'> ^2} 

ff ff ff ff ff fff ff 

% > «*4 5 ^i ; ^2 7 % ; «*4 ; W| j'^2 7 

'" durch einen Punct 



u 



fff 



Ui 



gehen. 



Dieselbe Thatsache drückt auch die Identität aus 

ip + i'P'+ rp"+ r'P'"=o \iE+ k'K+ rE"+ r+ w'e^o 

wenn 

P = 0, P'= 0, P"= 0, P'"= 1 ^ = 0, i;'= 0, ^"= 0, JS'"= 

die Gleichungen der vier 
Puncto |Ebenen 

vorstellen, und die Gröfsen A, A', X\ X" Constante be- 
zeichnen. 
Ist daher 



P ^ Mja?! +1*2^2 +%^3 +^4^4 

P' ^ u^x{ -\-U2X2 H-Wa^a' +^43^4' 
P" ^ w, a?/' +^2^2" +^^3" +^4^4" 
P'"= Wia;i'"+W2a?2'"+W3<'+W4a;4'" , 
so ergiebt sich 



E ^Uy X^+U2 ^2"^"% ^3+^4 ^4 

iJ' ^ w/ x^+U2 X2-\-u^' x^ri'U^' x^ 

E'' ^^ u(' X^+U2 X2+U^' ^3+^4" X^ 

E"= urx^+U2"x2+u{'x^+u;''x,j 



§. 38. 
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AjJi + A'a;,'+ A"ar,"+ r'aj,"'= 

"^Z l~ 2 "i *'^2 "l *'^2 *** 

AiTa + ^'0:3'+ rV+ k"'x;"= 
Aa;^ + ra:/+ AX'+ rx;"= 



AU3 + ^'1*3'+ ^"1*3"+ ^"'1*3'"= 

AW4 + a'm/+ r<'+ A"x" = 



und es drücken diese Formeln den Zusammenhang aus zwischen den 

homogenen Coordinaten von vier 



Puncten, die in einer Ebene liegen. 
2) Die Identität 



Ebenen, die durch einen Punct 
gehen. 



stellt die Bedingung dar, unter welcher die drei 



Puncte 

P = 0, P = 0, P''=0 



Ebenen 

E = 0, JS = 0, -B"=0 

in einer Geraden 
liegen. {sich schneiden. 

Substituieren wir wieder in die Identität für die Symbole ihre Aus- 
drücke , so findet sich: 



Xx^ + k'x(+ A"a;,"= 
kx2 + k'x^-\' A"a?2"=» 
kx^ + A'a;3'+ rx,;'= 
Aa:, + A'<+AX'=0 



A Wj + A m/+ k"u('= 

Awj + A'wjW" A"w2"= 
Ai«3 + A'w3'+ A'wg''^ 

AW4 + k'ul+ k"ul'= 



und es drücken daher diese Relationen den Zusammenhang aus zwischen 

den homogenen Coordinaten dreier 



Puncto, die in einer Geraden 
liegen. 



Ebenen, die sich in einer Geraden 
schneiden. 



3) Es ist auch leicht die Bedingungen herzuleiten , unter welchen 
eine Gerade 



in einer Ebene liegt. 

Die Gerade, deren Strahlen- 

coordinaten jp,2> P\zy Pu> P2Z7 P24» 
2?34 seien, wird von der Tetraeder- 
ecke Xi = 0, iPj = 0, ^»3 = durch 
die Ebene (§ 35): 

von der Ecke x^=0, a?2=0, a;4=^0 
durch die Ebene 

1^23^1 —Pvi^2 +Pl2^3 = 

projiciert; soll daher diese Gerade 
in der Ebene 



durch einen Punct geht. 

Die Gerade, deren Axencoor- 

dinaten ^12; «13» 2i4> 223; «24? ä'34 
seien, schneidet die Tetraederfläche 
u^ ==0, U2 = 0j W3 = in dem 
Puncte (§ 35): 

und die Tetraederfiäche u^ = 0, 
t^2 = 0, W3 = in dem Punkte 

soll daher diese Gerade durch den 
Punct 
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liegen, so müssen sich zwei Con- 
stante A^ und Aj finden lassen, 
derart, dafs 

+ ^2 (^23^1 1^13^2 + JPl2^3) 

d. h. dafs sie die vier Gleichungen 
befriedigen : 

W, = A,2?24 + ^2^23? 



W,a:, + ^2^2 + **3^3 + **4^4 = 

gehen, so müssen sich zwei Con- 
stante l^ und X^ finden lassen, 
derart, dafs 

^1 {Qu^I — 2i4«*2 + 9'i2W4) 

+ ^2 («23«*1 — 3^13^2 + «12^4) 
= XiUi+ X2U2 + a?3W3 + 0:41*4, 

d. h. dafs sie die vier Gleichungen 
befriedigen: 

^1 *== ^J 224 n" ^2 9^23 5 



t*. 



Ur 






Juti 



Dies ist nur unter den Bedingungen 
möglich: 

Pi2^i =Pn'^'i+Pn^A 

>2l«^2=Pl3«*3 + 1^14 ^4- 

Wählen wir statt der eben ver- 
wendeten Projectionsebenen die 
aus zwei anderen Ecken des Te- 
traeders, so erhalten wir zwei 
analoge Relationen, also von der 
Form : 

PkiUk = Pili Ul + Pif^Uf, , 



= — ^iQ.\i — ^2 213 



^3°^^2 9'l2 5 ^4^^^l9^J2- 

Dies ist nur unter der Bedingung 
möglich: 

^12^1 =^23 ^3 + 9^24 «*4 
9^21^2 = 213^3 + 2l4«*4- 

Wählen wir statt der eben ver- 
wendeten Durchschnittspuncte der 
Geraden mit den Tetraederflächen 
zwei andere, so erhalten wir zwei 
analoge Relationen, also von der 
Form: 

qkiUk = q.ii ux + g,> Uft , 



wo die i, Jcj Xy fi verschiedene der Zahlen 1 bis 4 bedeuten. 

Es geben also zwei Gleichungen von der obigen Form 
die Bedingungen der vereinigten Lage von Gerade und 
Ebene. IPunct. 



§39. 
Fortsetzung. 



4) Das eben gewonnene Resultat liefert uns auch die Bedingung, 

1* -uromnov viiroi l4A'ranA 



unter welcher zwei Gerade 
in einer Ebene liegen. 

Sind Mj, U2, M3; W4 die Coor- 
dinaten der Ebene, welche durch 
die beiden sich schneidenden Ge- 
raden bestimmt wird, und sind^]2) 



durch einen Punct gehen. 

Sind rCj, a?2, ^»3, a?4 die Coor- 
dinaten des Punctes, welcher durch 
die beiden sich schneidenden Ge- 
raden bestimmt wird und sind 
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Pnj Puy 1>23;2>24»P34 <Jie StrahlcD- 
coordinaten der einen, p^^y Pxz7 
Pia 7 PiZ) Pui Pu 



«12» 2i3» ffu» im 9'24> 3^34 ^^^ Axen- 
coordinaten der einen und ^,2', Ö'is ; 

2i4 ; 9^23 > ?24 ; 834 



diQ der anderen Geraden, so bestehen nach dem Vorhergehenden 
zwischen den Coordinaten der Geraden und 
der Ebene |des Punctes: 

die Relationen: 



P21 «2 - 1>1S «3 -■ 2l4 «4 =» 
P\% w, —Pas ^8 — Pu <*4 = 

l'ai' w, + JPag' ^2 — P48' W4 = 

JP4l'Wl + 1>42'% - JP84't*3 = . 



^2, x^ — g^ia x^ — 214 0:4 = 

9'« a;, — g^js ^s — 9'24 a^4 = 

^Sl'^l + 332' ^2 — W^4 = 

24l'^l + 242'^ — 9'84'^4 = . 



Diese yier homogenen Gleichungen können aber nur bestehen^ wenn 
ihre Determinante verschwindet, d. h. 



0, Pn^ PnyPu 

—Pny 0, Pn* Pn 

— Vny —Pny ^> JP34' 
—Puj —Pnj —Puj ^ 



= 



0, 


3'12. 


Qn> Qu 


2l2. 


0, 


S-i» , Qi4 


- «13'' 


Qni 


0, Qu 


«14, 


Qu, 


- Qzü 



==0. 



Es stellt also jede dieser Relationen die Bedingung dar, 
unter welcher sich zwei durch ihre Strahlen- oder Axen- 
coordinaten gegebene Geraden schneiden. 

Durch Entwickelung der Determinante erhalten wir 
als die Bedingung, dafs die beiden Geraden sich schnei- 
den, in der Form für 



Strahlencoordinaten 

Pi2 Pu +P2^ PU+P^I P2i 
+ P14 P23'+JP24 i>3l'+i>34 Pi2 = ^' 



Axencoordinaten 

0^12 QM+Q23 iu+Qn Q'24' 

+ iu Ö'23'+824 9^31'+ ^34 ä'12' 



0. 



Zu denselben Relationen gelangen wir auch unmittelbar in fol- 
gender Weise. 

Sind rc,, X2f x^j x^ und y,, y^, 



^3, 2/4 zwei Puncte; welche in der 
einen , x{, <, x^, x\ und y/, y^, 
y^, y/ zwei Puncte, welche in der 
anderen Geraden liegen, so mufs, 
da diese vier Puncte in einer Ebene 
liegen , 



x^ , 
Vi, 

r 

X^ , 



^2? 
2/2 7 
^2 7 
2/2'. 



^3 7 



^4 

xi 



= 0. 



Sind Wj, 1*2, W3, M4 und t;,, Vj, 
«73, V4 zwei Ebenen, welche durch 
die eine, w/, Mj', %', M4' und «7 



1 ; 



V 



2 > ^3 ? 



vi zwei Ebenen, welche 
durch die zweite Gerade gehen , so 
mufs, da sich die vier Ebenen in 
einem Puncte schneiden 



u 



1 ; 



U 



27 



U 



3> 



V 



1 ^ 



V. 



2 7 



V 



3 7 



M 



1 7 



W. 



2 7 



M. 



3 7 



V 



\ 7 



V 



27 



V 



3 7 



w, 



i^. 



%i, 



V, 



= 0. 
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Lösen wir nun diese Determinante nach dem La Place'schen 
Satze in ein Aggregat aus Producten zweigliederiger Determinanten, 
auf deren Elemente den beiden ersten oder letzten Zeilen der vier- 
gliederigen Determinante entnommen sind, und setzen 

Pik = oOiPk — XkVi qik = UiVk — UkVi 

Pik = ociyjt — Xkf/i , Qik = u'iv'k — u'kv'i , 

so erhalten wir die obigen Relationen. 

Fallen die beiden Geraden zusammen , so gehen diese Bedingungs- 
gleichungen in die Identitäten über, welche zwischen den sechs 
Strahlen- und Axencoordinaten einer Geraden bestehen. 

5) Die eben abgeleiteten Formeln lassen sofort erkennen , dafsje 
sechs Gröfsen P,* oder §,* , die sich vermöge zweier Gonstanten k und 
A' in der Form darstellen lassen: 

Q Pa = Xpik + Xpa , G Qa = A g^ + A'gJi , 

wo Q und Proportionalitätsfactoren bedeuten, als die Strahlen- resp. 
Axencoordinaten einer Geraden aufgefafst werden dürfen, die mit 
den beiden anderen durch denselben Punct geht und in derselben 
Ebene liegt. Und umgekehrt. 

Wir wollen hier nur den Beweis für Strahlencoordinaten liefern, 
da sich demselben jener für Axencoordinaten leicht nachbilden läfst. 

Zunächst finden wur 

Q (^12 -^34 "T -^31 -^24 "T ^U ^23) 

= ^'^ iPn Pu +Pn P2i +Pu P2z) 

+ A A' (1)21 ^34'+ P23 Pii + 1>31 1>24'+ Pii 1>23'+1>24 P2I + Psi P12) 
+ ^'^ {Pi2 P3i + P^l P24 + ^14>23')- 

Da nun die Coefficienten nach § 35 und (4) verschwinden, so ist 

^12 ^34 I -^31 ^24 ~r -^14/^23 ^ ^7 

und somit können diese sechs Gröfsen als die Coordinaten einer 
Geraden betrachtet werden. Dieselbe schneidet jede der beiden Ge- 
raden, da sowohl 

^12 i>34 + -P23 Pii + Ai P2i + ^14 Pn + A4 P31 + A4 Pn = 0, 
als auch 

Pi2P^i+ A3 1^14'+ Al 1>24'+ A4 P2^'+ A4 P3/+ PuP\2= 0, 

indem in jedem dieser Ausdrücke sowohl der Coefficient von A als 
auch von A' § 35 und (4) identisch verschwindet. Somit geht diese Gerade 
durch den Schnittpunct der beiden anderen. Sie liegt aber überdies 
auch in der Ebene derselben. 
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Denn sind ti, , u^j u^, u^ die Coordinaten dieser Ebene, so ist 

Da nun § 38, 3 

Pik tu = Pk^Uf, + ptv Ury Pik W, = p'kiiU^ + Pkr Uyj 

so ist 

Q Pik Ui=QX{pif,Uf, + Pk^'Uy) + 9^' {P'kfi^fi + P'hyUy) 
3H Q PkfiUf, + Q PkrUry 

oder 

PaWf = Pjt/iW^ + P*y^^, w. z. b. w. 

Die Umkehrung ergiebt sich daraus, dafs k und X stets solche Werte 
beigelegt werden können, dafs die Gerade durch jeden angenommenen 
weiteren Punct der Ebene geht. 



Siebentes Oapitel. 
Die einförmigen Grnndgebilde. 

§ 40. 
Die räumliolieii Grondgebilde. 

Sind 



1) Sind. 

Pi = 0, P, = 
die Gleichungen zweier Punete, so 



JS, = 0, ^2 = 
die Gleichungen zweier Ebenen, 
so stellt die Gleichung 

. Aj-Bj + A2^2 = 0; 
Jn der A^ und X^ Constante sind, 
eine Ebene dar, welche durch die 
Schnittlinie der beiden Ebenen E^ 
und JE2 hindurchgeht. Lassen wir 
nun Aj und A2 oder^ was das Gleiche 
ist, ihr Verhältnis alle Werte von 
— 00 bis -f- cx) durchlaufen, so er- 
halten wir die Gesammtheit aller 
Ebenen, welche durch die Schnitt- 
linie von E^ und E2 gehen. In 
dieser Auffassung erscheint also 
die Gerade als der Träger aller 
durch sie gehenden Ebenen. Der 
Inbegriff der letzteren wird ein 
Ebenenbüschel und die Gerade 
die Axe desselben genannt. 

Die einzelnen Ebenen heifsen 
die Elemente des Ebenenbiischels. 



stellt die Gleichung 

A,P, + A,Pj=0, 

in der A, und Aj Constante sind, 
einen Punct dar, welcher auf der 
Verbindungslinie der beiden Puncte 
P, und Pj liegt. Lassen wir nun 
A, und Aj oder, was dasselbe ist, 
ihr Verhältnis alle Werte von 
— 00 bis -j- 00 durchlaufen , so er- 
halten wir die Gesammtheit aller 
Puncte, welche auf derVerbindungs- 
linie von Pj und P2 liegen. In 
dieser Auffassung erscheint also die 
Gerade als der Träger aller ihrer 
Puncte. Der Inbegriff derselben 
wird eine Punctreihe genannt 
und die Gerade ihr Träger. 

Die einzelnen Puncte heifsen 
die Elemente der Punctreihe. 

Jedem Werte des Verhältnisses von Aj und A2 entspricht somit 
ein Element und jedem Elemente ein bestimmter Wert dieses Ver- 
hältnisses. 

Vermittelst dieser beiden Gebilde — der Punctreihe und des 
Ebenenbüschels — können wir in doppelter — reciproker — Weise 
noch ein drittes erzeugen. Projicieren wir nämlich alle Puncte einer 
Punctreihe aus einem Puncte des Raumes, so erhalten wir die Ge- 
sammtheit aller Strahlen, welche durch diesen Punct in der Ebene 
gezogen werden können, die durch denselben und den Träger der 
Punctreihe bestimmt ist. 
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Schneiden wir die Ebenen eines Ebenenbüschels durch eine Ebene, 
so erhalten wir die Gesammtheit aller Strahlen, welche in dieser 
Sbene durch den Punct gezogen werden können, in welchem dieselbe 
die Axe des Ebenenbüschels schneidet. 

Die Gesammtheit aller durch einen Punct gehenden und in der- 
selben E bene liegenden Strahlen soll ein Strahlenbüschel heifsen. 
Der gemeinschaftliche Schnittpunct der Strahlen heifst der Mitte 1- 
punct oder das Centrum des Büschels, die nach beiden Seiten un- 
begrenzten Strahlen seine Elemente. Als Träger des Strahlen- 
büscfaels kann man, wie die yorhergehenden Erzeugungsweisen klar 
zeigen, nach Belieben entweder den Mittelpunct oder die Ebene be- 
trachten, in welcher die Strahlen liegen. 

Gemäfs seiner doppelten Erzeugungs weise kann der Strahlen- 
büschel analytisch in zweifacher Weise durch ein System zweier 
Gleichungen dargestellt werden. Entweder durch das System einer 
Punctgleichung und einer Punctreihe, also: 

P = 0; A,Pi + A2P2 = 0, 

oder durch das der Gleichung einer Ebene und eines Ebenenbüschels; 
also: 

i57 = 0, AjjE?, + ^2^2 = 0. 

Die definierten drei Gebilde: die Punctreihe, der Strah- 
lenbüschel und der Ebenenbüschel heifsen die einför- 
migen Grundgebilde oder die Grundgebilde der ersten 
Stufe. 

Jedes derselben enthält einfach unendliche viele Elemente, da 
diese erhalten werden, indem ein Parameter alle Werte von — oo 
bis + cx) durchläuft. 



2) Sind 

P,=0, P2 = 0, P3=0 

die Gleichungen dreier Puncte, so 
stellt die Gleichung 

in der k^ , -Aj und A3 CoDstaute 
sind, einen Punct dar, welcher in 
der Ebene der drei Puncte Pj, Pj, 
P3 liegt. Lassen wir hierin Aj , A2 , 
A3 oder, was das Gleiche ist, die 
Verhältnisse zweier dieser Gröfsen 
zur dritten alle Werte von — oo 
bis -j- c» durchlaufen, so erhalten 



Sind 
E, = ö. 



^2 = 0, 



E, = 



die Gleichungen dreier Ebenen, so 
stellt die Gleichung 

iu der Aj, A2 und A3 beliebige Con- 
stante sind , eine Ebene dar, welche 
durch den Schnittpunct der drei 
Ebenen JBj, E^y E^ geht. Lassen 
wir hierin die Parameter Aj, Aj, 
A3 oder, was das nämliche ist, die 
Verhältnisse zweier derselben zum 
dritten alle Werte von — oo bis 



Escherich, Einleitung i. d. anal. Geom. d. Raum. 
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wir die Gesammtheit aller Puncte, 
welche die Ebene der drei Puncte 
Pj, P2, P3 erfüllen. Diese Ebene 
erscheint hiernach als der Träger 
aller ihrer Puncte; wir nennen die 
Gesammtheit derselben ein ebenes 
System. Im ebenen System sind 
somit unendlich viele Punctreihen 
und Strahlenbüschel als Elemente 
enthalten, denn alle in einer Ge- 
raden liegenden Puncte des Systems 
bilden eine Punctreihe, und alle 
durch einen Punct gehenden Strah- 
len des Systems einen Strahlen- 
büschel. 



Jedes ebene System wird aus 
einem Puncte durch einen Strah- 
lenbündel projiciert. 



+ (x> durchlaufen , so erhalten wir 
die Gesammtheit aller Ebenen, 
welche durch den Schnittpunct der 
drei Ebenen Ei , E^ , E^ hindurch- 
geht. Dieser Punct erscheint hier- 
nach als der Träger aller Ebenen, 
welche durch ihn gehen ; wir nennen 
die Gesammtheit derselben einen 
Strahlenbündel, den Punct 
selbst dessen Mittelpunct. Im 
Strahlen bündel sind somit unend- 
lich viele Ebenenbüschel und Strah- 
lenbüschel als Elemente enthalten, 
denn alle Ebenen des Bündels, die 
sich in einer Axe schneiden, bilden 
einen Ebenen büschel; und alle 
Strahlen desselben, welche in einer 
Ebene liegen, einen Strahlen- 
büschel. 

Jeder Strahienbündel wird von 
einer Ebene in einem ebenen Sy- 
steme geschnitten. 



Diese beiden Gebilde: das ebene System und der Strah- 
lenbündel, heifsen die Grundgebilde der zweiten Stufe. 

Wir sind berechtigt, dieselben als Grundgebilde höherer Stufe 
aufzufassen, da jedes derselben doppelt unendlich viele Elemente ent- 
hält, indem dieselben dadurch erhalten werden, dafs zwei Parameter 
— die Verhältnisse zweier der GrÖfsen Aj, Aj, A3 zur dritten — alle 
Werte von — cx> bis + <^ durchlaufen. Dies geht auch aus der 
Gleichung hervor 

welche sowohl als die Gleichung eines ebenen Systems als auch eines 
Strahlenbündels angesehen werden kann. 

3) Schliefslich haben wir noch ein Grundgebilde der dritten 
Stufe, das räumliche System oder der unbegrenzte Raum selbst mit 
allen seinen Puncten, Geraden und Ebenen. Das räumliche System 
enthält also unendlich viele Grundgebilde der ersten und zweiten 
Stufe als Elemente; denn jede Ebene desselben ist der Träger eines 
ebenen Systems, jeder tunct der Mittelpunct eines Strahlenbündels, 
j.ede Gerade der Träger einer Punctreihe und die Axe eines Ebenen- 
büschels. Jedes dieser Grundgebilde besitzt eine eigene Geometrie, 
die wir im Folgenden entwickeln wollen. 
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§41. 

Gteometrie der einförmigen Gnmdgebilde. 

Wir wollen zunächst untersuchen, welche Bedeutung der Para- 
meter hat, der in der Gleichung einer Punctreihe oder eines Ebenen- 
büschels auftritt. Stellt 

u+xr = o 

die Gleichung der Punctreihe oder des Ebenenbüschels dar, so kennen 
wir die Bedeutung des Parameters A, sobald die Gleichuugen f7=» 0, 
F= der beiden Grundelemente in den gewöhnlichen Coordinaten 
gegeben sind: Es ist dann X bis auf einen constanten Factor gleich 
dem Abstandsyerhältnisse des betreffenden Elementes von den beiden 
Grundelementen. Dieselbe Bedeutung behält das X , wenn die Grund- 
elemente durch homogene Coordinaten dargestellt werden. Wir er- 
keunen diese Thatsache, indem wir in der Gleichung der Punctreihe 
oder des Ebenenbüschels die homogenen Coordinaten auf die gewöhn- 
lichen zurückführen (§ 32). Dies geschieht mittelst der Formel 
§ 32 S. 114: 

Qa {U^X^ + %^2 4" ^3^3 + ^4^4) = -ß {UiXi + ^2^2 + %^3 + ^4^4) 
(DjiCl +1)2.^2 + ^3^3 +l)4iC4)(diW|-f-d2W2+^3%+^4^4)(^^+^y+W^^+l)' 

Sind daher ü'= und F'= die Gleichungen bezüglich der Grund- 
elemente ü" = und F = in gewöhnlichen Coordinaten , so erhält 
man als Gleichung des Gebildes U -\- XV = die Gleichung : 

I7'+mAF = 0, 

wo das m ein constanter, blofs von den Constanten der Gleichungen 
der Grundelemente abhängiger Factor ist. Derselbe wird durch ver- 
schiedene Ausdrücke dargestellt, je nachdem U -{- XV = die Gleich- 
ung einer Punctreihe oder eines Strahlenbüschels darstellt. Sind im 
ersteren Falle x^, üJj; x^^ oc^ und x^, x^^ x^', x^ die homogenen Coor- 
dinaten der Grundpuncte D'==0 und F = 0, so ist 

^ ^ l>ia;/+ Aa?/+ J>sa?8'+ I>a^a . 

Aa;t+ A^+ ^8a^8+ ^i^i ' 
bezeichnen im zweiten Falle w, , u^^ u^^ u^ die homogenen Coordi- 
naten der Grundebene J7 = 0, und ti,', «^2 > ^3 » ^4' ^^® ^^^ anderen 
Grundebene F=0, so ist 

diUi+ djU^'-h dsfh+ <^4< 
d^Ui + djWg + <^s«*3 + d^u^^ 

Also ist auch, wenn ?7=0 und F=0 die Gleichungen 
zweier Ebenen oderPunctein homogenen Coordinaten be- 
zeichnen, der Parameter X in der Gleichung 

Z7+AF=0 

9* 
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abgesehen von einem constanten Factor^ immer gleich 
dem Abstandsverhältnisse des betreffenden Elementes 
von den beiden Grundelementen. 

Ist daher U =0 die Gleichung eines Punctes A, F= die eines 
Punctes B und [7 + A F = die Gleichung eins Punctes C, so ist § 18 

AC - 

wo a eine Gonstante bezeichnet; welche blofs von den Constanten 

der Gleichungen der Grundelemente abhängt. Ist aber U =0 die 

Gleichung einer Ebene a, V=0 die der Ebene 6, und stellt ?7+AF=0 

die Ebene c dar, so ist § 12, 6 

ain (g, c) « - 

8in(c, ft)""''-'^' 

wo wieder ß eine derartige Gonstante ist. 

Die Thatsachc; dafs das Abstandsverhältnis eines Elementes von 
den beiden Grundelementen, bis auf einen constanten Factor, gleich 
dem Parameter des betreffenden Elementes ist, war nur ein specieller 
Fall des allgemeinen Satzes, dafs das Abstandsverhältnis eines Ele- 
mentes von zwei anderen bis auf einen constanten Factor durch die 
Parameter der drei Elemente ausdrückbar ist. 

Diese Behauptung läfst sich leicht beweisen, indem die Grund- 
elemeute in zwei der gegebenen Elemente verlegt werden. Der Para- 
meter des dritten Elementes für diese beiden als Grundelemente ist 
dann bis auf einen constanten Factor gleich dem Abstandsverhältnisse 
dieses dritten Elementes von den beiden anderen. Sind nun A^, Aj, 
A3 die Parameter der drei Elemente und sind TF, = 0, TFj = 0, 
TF3 == bezüglich ihre Gleichungen, so ist, wenn pj, Q2 und q^ 
gewisse constante Factoren bezeichnen, 

Wählen wir nun die Elemente TF, == und W^ = zu Grund- 
elementen, so können wir sowohl U als F vermöge der beiden ersten 
dieser Gleichungen durch W^ und TFj ausdrücken. Diese Werte in 
dem Ausdrucke für TF3 eingeführt, geben 

j^ ^ ^8 — h 9l j^ ^B "~ ^1 £» w 

^ h — UQ3 ^ h — hffs ^' 

somit ist die Gleichung des dritten Elementes für TF, = und 
TF2 = als Grundelemente : 

9i (^2 - h) ^1 - 92 i^i - h) W, = 0. 
Das Abstandsverhältnis des Elementes TF3 von IF^ und TFj 
ist daher bis auf einen constanten Factor: -^ r^ • 

*8 *2 
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§ 42. 
Fortsetzung. 

Auch der Parameter, welcher in dem Gleichungssysteme eines 
Strahlenbüschels erscheint, hat eine ähnliche Bedeutung bezüglich 
der Strahlen seines Büschels, wie jener in der Gleichung des Ebenen- 
büschels oder der Punctreihe auftretende für die Elemente seines 
Gebildes. 

Ist der Strahlenbüschel durch das Gleichungssystem einer Ebene 
und eines Ebenenbüschels gegeben: 

so können wir ihn leicht als das Erzeugnis der Ebene E = mit 
jenem Ebenenbüschel darstellen, dessen Axe auf der Ebene des Strahlen- 
büschels senkrecht steht. Denn ist U =0 die Ebene dieses Ebenen- 
büschels, welche durch den Strahl A = 0, also durch die Schnittlinie 
der Ebenen E = und iJ, = hindurchgeht, so hat ihre Gleichung 
U=0 die Form JEJ+wJEJ, =0, und F==0 die Gleichung jener 
Ebene, welche durch den Strahl A = cx> geht, die Form E -{- nEi =0. 
Somit ist, wenn wir mit ^ einen Parameter bezeichnen, die Gleichung 
dieses Ebenenbüschels: U -^ fi'F=0, oder 

{l + ii)E+mEy +nnE2 = 0. 

Sind nun E^ -^ IE2 = und ?7+/[tF=0 die Gleichungen der 
Ebenen der beiden Ebenenbüschel, welche in ^ = einen beliebigen, 
aber denselben Strahl des Büschels bestimmen, so mufs sich aus dem 
Umstände, dafs diese drei Ebenen sich in derselben Geraden schneiden, 
eine Beziehung zwischen A und ft ableiten lassen. In der That exi-. 
stieren infolge dieses Umstandes drei Constante (>j, q^j 9-69 welche die 
Identität ergeben: 

oder 

[Qi + (1 + f*) Qz] E+{q^ + mpa) jBi + {Iq^ + n(iQ^) E^ = 0. 
Hieraus folgen zur Bestimmung der Verhältnisse von (),, pj; Q^ ^^^ 
des n die Gleichungen 

woraus sich zwischen X und ft die Abhängigkeit ergiebt: 

tn -" 
^ n 

Die beiden Ebenenbüschel JB^ + AiJj = und 0"+^ AF=0 er- 

zeugen also in der Ebene JE7 = denselben Strahlenbüschel, und zwar 
bestimmen die Ebenen der beiden Ebenenbüschel, welche demselben 
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Parameterwerte entsprechen, demselben Strahl des Strahlenbüschels, 
und umgekehrt. 

Nach der erkannten geometrischen Bedeutung des Parameters 
in der Gleichung des Ebenenbuschels, ist aber X bis auf eine Gon- 
stante gleich dem Abstandsverhältnisse irgend eines Punctes der Ebene 

U -\ AF = von den beiden Grundelementen U =0 und F = 0. 

Da nun gemäfs Construction der Ebenenbüschel U -{- — XV = auf 

der Ebene des Strahlenbüschels senkrecht steht, so ist die Gerade^ 
Virelche von irgend einem Puncte dieser Ebene senkrecht auf einen Strahl 
des Büschel geföUt wird, auch senkrecht auf der Ebene des Ebenen- 
büschels 17 -j XV =0, welche durch diesen Strahl hindurchgeht. 

Nennt man nun die Strahlen des Strahlenbüschels ^ welche von den 
Ebenen 17=0 und F=0 bestimmt werden , die Grundelemente 
des Strahlenbüschels ^ und das Verhältnis der Abstände irgend 
eines Punctes eines Strahles des Büschels von den beiden Grund- 
elementen — das für alle Puncte desselben Strahles constant ist — 
das Abstandsverhältnis dieses Strahles von den beiden Grundele- 
menten ^ so ist also das Abstandsverhältnis irgend einer Ebene des 
Büschels 

U+~ XV=0 

von seinen Grundelementen gleich dem Abstandsverhältnisse des 
Strahles im Strahlenbüschel ^ der durch diese Ebene bestimmt wird, 
von den beiden Grundelementen des Strahlenbüschels. Somit ist 
der Parameter A in -Ej -j- ^^2 = ^ ^^^ ^^^ einen constanten 
Factor gleich dem Äbstandsverhältnisse des entsprechen- 
den Strahles im Strahlenbüschel von seinen beiden Grund- 
elementen. 

Zu demselben Ergebnissegelangen 
wir, wenn wir den Strahlenbüschel 
durch die Gleichung eines Punctes 
P = in Verbindung mit der Gleich- 
ung einer Punctreihe P^ -{- XP2 = 
darstellen. Denn bezeichnen wir den 
Punct Pj -f. AP2 = 

kurz mit X und fällen von X die Senkrechten j?^ und ^2 bezüglich 
auf PP^ und PP2> ^^ ^^ ^ ^^^ ^^ einen constanten Factor gleich 
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oder 

sin 9 p^ ' 
wo 9? und ^ die Winkel sind, welche die Grundstrahlen des Strahlen- 
bäschels mit dem Träger der Punctreihe bilden, also ^ ."'^^ eine 

^ ' sin qp 

Constante ist. 

Nennen wir daher den Parameterwert, vermittelst welchen ein 
Strahl eines Strahlenbüschels bestimmt wird, den Parameter dieses 
Strahles, so können wir die vorhergehenden Untersuchungen in den 
Satz zusammenfassen: 

Der Parameter des Strahles eines Strahlenbüschels 
ist bis auf einen con/stanten Factor gleich dem Abstands- 
verhältnisse dieses Strahles von den beiden Grundstrahlen 
des Büschels. 

§43. 

m 

Die Elemente irgend zweier einförmigen Grundgebilde können 
in mannichfache Abhängigkeit von einander gebracht werden, indem 
die Parameter, welche in ihren Gleichungen auftreten, in irgend einer 
Weise mit einander verknüpft werden. Wir wollen hier zunächst 
die einfachste Abhängigkeit, bei welcher die Elemente der beiden 
Gebilde einander eindeutig entsprechen, d. h. jedem Elemente des 
einen Gebildes ein und nur ein Element des anderen entspricht, er- 
örtern. Diese eindeutige Zuordnung der Elemente tritt offenbar dann 
und nur dann ein, wenn die beiden Parameter der Gebilde durch 
eine nach jedem von ihnen lineare Relation mit einander verknüpft 
sind. Denn nur dann erhalten wir zu jedem Werte des einen Para- 
meters einen einzigen Wert des anderen, und weisen wir also die 
beiden diesen Parameter werten zugehörigen Elemente als einander 
entsprechende zu, so besteht zu jedem Elemente des einen Gebildes 
ein einziges entsprechendes Element im anderen Gebilde. 

Zwei Grundgebilde der ersten Stufe, deren Elemente, 
einander eindeutig zugeordnet sind, werden zu einander 
projectivisch, auch* projectivis^h auf einander bezogen, 
oder projectivische auch projectivisch verwandte Gebilde 
genannt; die Gleichung zwischen ihren Parametern heifst 
ihre Verwandtschaftsgleichung. 

Ein Ebenenbüschel oder Strahlenbüschel und die Punctreihe, 
die von ihm auf einer Geraden bestimmt wird, sind offenbar für die 
incidenten als entsprechende Elemente zu einander projectivisch, da 
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sich dieselben eindeutig bedingen. Ebenso ist der Strahlenbüschel^ 
der in einer Ebene von einen Ebenenbüschel ausgeschnitten wird, 
in Ansehung der incidenten Elemente zum Ebenenbüschel projectivisch. 

Sind zwei einförmige Grundgebilde A und B zu demselben dritten 
C projectivisch, so sind auch die Elemente der beiden Gebilde A und 
JB auf einander eindeutig bezogen , indem die beiden von A und jB, 
welche demselben Elemente in G entsprechen, einander zugeordnet 
sind. Daraus folgt somit: 

Sind zwei einförmige Grundgebilde zu demselben 
dritten projectivisch, so sind sie auch unter einander 
projectivisch. 

Und somit: 

Ist in einer Reihe einförmiger Grundgebilde jedes 
Gebilde zu seinem nachfolgenden projectivisch, so sind 
alle unter einander projectivisch. 

Daher sind zwei Punctreihen, welche in demselben Strahlen- oder 
Ebenenbüschel liegen, zu einander projectivisch in Ansehung der 
Elemente, welche demselben Elemente des Strahlen- oder Ebenen- 
büschels entsprechen. Ebenso sind zu einander projectivisch: 

Eine Punctreihe und ein Strahlenbüschel, zwei Strahlenbüschel 
oder zwei Punctreihen, die durch denselben Ebenenbüschel ausge- 
schnitten werden; zwei Ebenenbüschel, welche dieselbe Punctreihe 
oder denselben Strahlenbüschel bestimmen, und zwar immer in An- 
sehung jener Elemente, welche demselben Elemente des dritten 
Grundgebildes entsprechen. 

§44. 
Fortsetzung. 

Sind also Jlf=0, J/'=0 die Gleichungen der Grundelemente 
eines Ebenenbüschels oder einer Punctreihe und P'= 0, § == j^ii^ 
der Grundelemente eines anderen derartigen Gebildes, so werden die 
beiden Gebilde bezüglich durch die Gleichungen dargestellt: 

die durch Hinzutritt der Gleichung einer Ebene oder eines Punctes 
auch Strahlenbüschel darstellen. Sollen nun diese Gebilde zu ein- 
ander projectivisch sein, so mufs zwischen ihren Parametern A und 
X eine nach jedem von ihnen lineare Gleichung bestehen, deren all- 
gemeinste Form somit ist: 

wo die a, &, (;, (2 bestimmte gegebene Constante sind. 
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Aus dieser Yerwandtschaftsgleichung läfst sich leicht eine wesent- 
liche Eigenschaft zweier projectivischer Grundgebilde ableiten, die zu 
einer neuen mehr geometrischen Definition ihrer Verwandtschaft führt. 

Zu diesem Behufe wählen wir zwei Paare einander entsprechender 
Elemente; l und X' seien die Parameter des einen und /t und ii die 
des anderen Paares. Dann hängen also A und l\ ii und /t' durch 
die Gleichungen zusammen 

Subtrahieren wir diese beiden Gleichungen von einander, so er- 
giebt sich 

a {II' — fift') + 6 (A — ^) -|- c (A' — ^') «= , 
oder 

a [A' (A - ^) + fi (A'— ^')] + 6 (^ — f*) + c (^'— f*') = 0, 

woraus folgt 

X •— jLt fL'L'ir ^ aX + c ^ . 

r— f*'"^ aX'+b~ ~afi'+b' ^^') 

Die in dieser Formel auftretenden Gröfsen haben noch eine von den 
Grundpuncten abhängige Bedeutung, doch läfst sich aus ihr eine 
Ton ihnen unabhängige Relation zwischen den einander eindeutig zu- 
geordneten Elementen der beiden projecti vischen Gebilde ableiten. 

Es seien A^ und A/; Aj und Aj'; A3 und A3' die Parameter dreier 
Paare entsprechender Elemente der beiden projectivischen- Gebilde. 
Wenden wir nun die obige Formel (1.) auf das erste und dritte Paar 

an, so liefert sie 

Xj — - Xj aX^-^- c 

i7=~i7~ aX^ + h> 

auf das zweite und dritte angewendet ergiebt sie 

^3 — Xf g^a -f- c 

X^' — X2 a Aj' + 6 ' 

woraus folgt: 

Xj — ^8 . ^/^_V __ aX^'+b 
Xq — Xj * Xg' — X2 öiZ|'4- ^ 

In dieser Gleichung hat die rechte Seite eine von der Wahl der 
Grundpuncte abhängige geometrische Bedeutung , während auf der 
linken Seite sowohl Dividend als auch Divisor (§ 41) abgesehen von 
einem constanten von den Grundelementen abhängigen Factor Abstands- 
Verhältnisse des Elementes 3 von den Elementen 1 und 2 sind. Da 
nun die rechte Seite dieser Gleichung blofs von den Parametern A,' 
und A2' abhängt; so ist für ein viertes Paar entsprechender Elemente, 
deren Parameter A^ und A/ seien: 
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und somit ist 



^1 — X4 ^ X{ — ^4 aZj'-|- 6 

^4 — ^2 ' V — Aj' «Al'+ & 



^8 — ^2 ^4 — ^2 ^3 — ^2 ^4 — ^2 

Hierin hat sowohl die rechte, als linke Seite des Verhältnisses eine 
von den Grundelementen unabhängige Bedeutung, indem jede der- 
selben den Quotienten der Abstandsverhältnisse der Elemente (3) und 
(4) von den Elementen (1) und (2) für das betreffende Grundgebilde 
gleich ist. 

Von den beiden Seiten dieser Proportion ist jede ganz in der- 
selben Weise aus den Elementen*) des einen wie die andere aus 
den entsprechenden des anderen Gebildes gebaut. Die Form jeder 
der beiden Seiten dieser Proportion ist ein Verhältnis, dessen einzelne 
Glieder wieder Verhältnisse sind und das aus diesem Grunde ein 
Doppelverhältnis genannt wird. 

Ein Doppelverhältnis der obigen Art, also ein Doppelverhält- 
nis von der Form 

%a — h a — d 
c — b ' d —b 

wollen wir das Doppelverhältuis der vier Gröfsen a, h, c, d, 
oder der vier den Parametern a, 6, c, d zugehörigen Ele- 
mente nennen und mit dem Symbol (a, &; Cy d) bezeichnen. 
Dasselbe stellt also das Abstandsverhältnis der Elemente, die 
durch die Parameter c und d bestimmt werden, von denen mit den 
Parametern a und 6 dar. Bezeichnen wir die Elemente mit denselben 
Buchstaben wie ihre Parameter, so ist also § 41 und «42 im Falle a, 
hy Cf d vier Puncte einer Geraden sind: 

und im Falle a, h, c, d vier Ebenen eines Ebenen-, oder vier Strahlen 

eines Strahlenbüschels sind: 

. -. Bin o'^c sin aM 

{a b C d)— ginc^^ft • Srd^ft ' 

Mittelst der obigen Definition können wir die obige Formel (2.) 
durch den Satz ausdrücken: 

Sind zwei einförmige Grundgebilde zu einander pro- 
jectivisch, so ist das Doppelverhältnis von irgend vier 
Elementen des einen Gebildes gleich dem aus den ent- 
sprechenden Elementen des anderen. 



*) Der Kurze halber statt ans den Parametern der Elemente. 
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Es gilt aber offenbar auch die Umkehrung, welche die erwähnte 

I neue Definition der Projectivität enthält: 

i Sind die Elemente zweier einförmigen Grundgebilde 

derart einander zugewiesen^ dafs das Doppelverhältnis 
gebildet aus irgend drei festen Elementen mit irgend 
einen vierten Elem^ente des einen Gebildes immer gleich 
ist dem Doppelverhältnisse gebildet aus den entsprechen- 
den des anderen, so sind die beiden Gebilde projectivisch. 
Denn sind X^, X^, A3 die Parameter dreier Elemente des einen und 
k^y X^, A3' die der entsprechenden Elemente des anderen Gebildes, 
ist ferner X der Parameter irgend eines Elementes des ersten Ge- 
bildes und X' der seines entsprechenden im zweiten Gebilde, so hängen 
A und A' nach der Voraussetzung durch die Relation zusammen : 

h — ^ . ^1 — ^3 __ ^1 — ^ . f I — ^» 

A. — ^S ^s — Xf A. — It As — Aj 

I oder 

X -it' r- V ' 

wo 

*8 — ^2 *3 — *« 

I eine constante Grofse ist. Somit sind A und A' durch eine nach jeder 

dieser Gröfsen lineare Relation mit einander verbunden, d. h. die 
beiden Gebilde sind projectivisch. 

Unser oben definiertes Doppel Verhältnis erlangt durch diesen 
Satz eine fundamentale Bedeutung für die projectivisch e Geometrie, 
welche eine eingehendere Erörterung seiner Beschaffenheit rechtfertigt. 

§ 45.. 
Das Doppelverhältnis. 

In dem vorhergehenden Paragraphen wurde mit dem Symbol 

(ahcd) das Doppelverhältnis 

a — c a — d 

c — b ' d — b 

bezeichnet und dasselbe das Doppel Verhältnis der vier Gröfsen a, b, 

c, d oder der ihnen als Parameter entsprechenden Elemente genannt. 

Die Umsetzung des Symbols in das Doppelverhältnis ist hiernach 

klar; sind a, & die ersten Buchstaben in dem Symbol, so wird das 

Doppelverhältnis erhalten, indem in 

a — a — 
~=T ' ~~^b 

die leeren Stellen des ersten Bruches durch den dritten, des zweiten 
Bruches durch den vierten Buchstaben des Symbols ausgefüllt werden. 
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Durch Vertauschung der Aufeinanderfolge der Buchstaben im 
Symbol können wir also verschiedene Doppelverhältnisse erhalten und 
wir wollen nun den Zusammenhang aufsuchen, in dem sich die 24 
hierdurch entstehenden Doppelverhältnisse befinden. 

Von diesen 24 Doppel Verhältnissen sind nicht alle von einander 
verschieden, sondern sie fallen zu vierten zusammen, wie der folgende 
Satz lehrt: 

1) Der Wert des Symbols {ahcd) wird nicht geändert, 
wenn darin die beiden ersten und gleichzeitig die beiden 
letzten, oder wenn die beiden ersten mit den beiden 
letzten Buchstaben vertauscht werden. 

Denn es ist 

/T j . h — d h — c a — c a — d 

(bade) = -j : = 7 : -^ — r 

^ ' d — a c — a c — o d—o 

« 

und (rflnh\ ^~^ c — ba-c ^a-d 

^^^^^^~ ir^d' b-d~ c^b' d-b 

= {ahcd), 

daher ist {ahcd) = {hadc) = {cdah) = {dcha) . 

Es hat also jedes Doppel Verhältnis vier ihm gleichwertige. 

Unter den 24 Doppelverhältnissen sind also nur sechs von ein- 
ander verschiedene enthalten und deren Werte stehen wieder in einem 
leicht auffindbaren Zusammenhang, den die folgenden Sätze angeben. 

2) Werden im Symbol die beiden ersten oder die beiden 
letzten Buchstaben mit einander vertauscht, so hat das 
neue Symbol den reciproken Wert des ursprünglichen. 

Es ist nämlich 

/ -L 7\ cfr — c a — d 
{ahcd) = -_-j : j^-g 

daher 

{ahcd) {ah de) = 1 
und da 

{ahdc) = {hacd) 
auch 

{ahcd) {hacd) = 1. 

3) Werden im Symbole die beiden mittleren Buch- 
staben mit einander vertauscht, so ergänzen sich diebeiden 
Symbole zur Einheit. 

Es ist nämlich 



also 
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_ [(g ^ c) - (& - 0] [(5 - d) - (5 - c)] 

(& — c){fl — d) 

^ _ (q — c) (5 — d) — (5 — c) (& — d) — (6 — c) (g ^ &) 

(& — c) (a — d) 

^ ___ (g - c) (& - (?)j:7_(a — _d) (h — c) 
"^ (6 — c) (a — d) ' 

= — {abcd) + 1; 

(ahcd) + (ac6d) = 1 . 

Vermittelst dieser Sätze ist es nun leicht, aus dem Werte eines 
DoppeWerhältnisses den eines jeden anderen zu berechnen, dessen 
Symbol durch Vertauschung der Buchstaben im Symbole des gegebenen 
Doppelverhältnisses entsteht, wie dies die nachfolgende Zusammen- 
stellung zeigt: 

(abcd) = (bade) = {cdab) == (dcba) =» k 
{abdc) = (bacd) = (dcab) = (cdbd) = -^ 
{acbd)=^ (bdac) = (dbcä) = (cadb) = 1 — h 
(acdb) =' idbac) = (cabd) = (bdca) = TZTh 



(adbc) == {dacb) = (bcad) = (ebda) = 



X; 



(adcb) = (cbad) = (bcda) = (dabc) = rzn ' 

Die sechs verschiedenen Werte, deren das Doppelver- 
bältnis aus vier Elementen fähig ist, sind sonach, wenn 
eines derselben den Wert Je besitzt: 

y 1 « y 1 rC ~~~ 1 IC 

AJ, y, i — Ky ^3^; -^-; j^^^. 

Im allgemeinen sind alle diese sechs Werte von einander verschieden ; 
in Folge besonderer Lage der vier Elemente zu einander können 
jedoch einige derselben zusammenfallen. In diesen Fällen mufs dann, 
da zwei Relationen in h einander gleich werden, fc selbst besondere 
Werte besitzen und diese wollen wir nunmehr aufsuchen. 
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so ist i- = 1 k = -\- l 



j; »; ^^ =1 A: 2 



Wird 




1) 


Ä = 


1 

k 


2) 


h — 


1— Ä 


3) 


i — 


1 
1 - k 


4) 


Je — 


k — 1 

k 


5) 


Jc = 


k 
t 1 



1» >» 



?» w 



'» »7 






ft=i±^ 



Jc(k — 2) = i = 2; * = 0. 



Von diesen fünf Fällen bedingen sieh jedoch nicht allein der Fall 3 
und 4, sondern sie reducieren sich überhaupt auf nur drei von ein- 
ander verschiedene. Denn gehen wir von A; = + 1 aus, so erhalten 
v^ir aus der obigen Reihe ^ welche die Werte der sechs verschiedeneu 
Doppelverhältnisse aus denselben vier Elementen angiebt: 

1, 1, 0, <x>, 0, 00. 

Dieselben sechs Werte, nur in anderer Reihenfolge, liefert aber auch 
der Wert Je = im fünften Falle. 

Ist Je = — 1 , so erhalten wir die sechs Werte der Doppelver- 
hältnisse 

— 1, — 1, 2, y, 2, Y' 
Dieselbe Wertreihe, nur in anderer Folge, ergiebt sich aber auch, 

wenn wir von A =^ — im zweiten Falle oder A; = 2 im fünften Falle 

ausgehen. 

Die Forderung, dafs von den sechs sonst verschiedenen Werten, 
deren die Doppelverhältnisse aus vier Elementen fähig sind, einige 
gleich werden, führt uns also zu drei ausgezeichneten Lagen der vier 
Elemente. 

In der ersten hat eines ihrer Doppelverhältnisse den Wert ft = + 1 
und es haben daher zwei Elemente von den beiden anderen dasselbe 
Abstandsverhältnis, d. h. sie fallen zusammen. 

In der zweiten Lage hat eines ihrer Doppelverhältnisse den Wert 
h = — 1, d. h. die Abstandsverhältnisse zweier Elemente gegen die 
beiden anderen sind entgegengesetzt gleich. Diese Lage der 
Elemente wird die harmonische Lage, und die vier Ele- 
mente, deren Doppelverhältnis den Wert — 1 hat, werden 
vier harmonische Elemente genannt. Bei dieser Gruppierung 
der Elemente im Symbol des Doppel Verhältnisses, wo dasselbe den 
Wert — 1 annimmt, heifsen seine beiden ersten und seine beiden 
letzten Elemente einander zugeordnete oder auch harmonisch con- 
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jugierte Elemente. Das negative Zeichen von h zeigt somit an, dafs, 
wenn ein Element des einen Paares innerhalb der Elemente des 
zweiten liegt, dann sein zugeordnetes Element aufserhalb dieser beiden 
liegen mufs: die zugeordneten Elemente der beiden Paare trennen 
daher gegenseitig einander. Vertauscht man im Symbol die zugeord- 
neten Elemente eines Paares oder das eine Paar mit dem anderen, 
so behält das Symbol in jeder dieser Anordnungen seinen Wert — 1, 
d. h. in jeder dieser Anordnungen sind die vier Elemente vier har- 
monische Elemente. 

Einen sehr speciellen Fall von vier harmonischen 
Puncten stellen die Grenzpuncte einer Strecke, ihr Mittel- 
punct und der unendlich ferne Pünct der Geraden dar. 
Denn sind -4, = 0, Ä.y = die Gleichungen der Grenzpuncte, so 
ist -4, + A2 = die Gleichung des Mittelpunctes der Strecke, 
und A^ — A^ = die Gleichung des unendlich fernen Punctes, also 

der Wert des Doppelverhältnisses (0, oo, — 1, -f- 1) 8= ^^^ == — 1. 

Sind aber A^ = und A^ = die Gleichungen zweier Ebenen, 
so sind -4j — ^.3 = 0, -4^ ■-\- A2 = 0, die Gleichungen zweier Ebenen 
welche die beiden Nebenwinkel halbieren, die von den Ebenen 
A^ = und -4-2 == gebildet werden. 

Halbiert man einen Winkel, den zwei Ebenen ein- 
schliefsen, und seinen Nebenwinkel, so erhält man vier 
harmonische Ebenen, undzwar sind die Halbierungs ebenen 
das eine und die beiden anderen Ebenen das andere Paar 
zugeordneter Elemente. 

In der dritten Lage hat eines der Doppelverhältnisse der vier 

Puncte den Wert h = -=^ Die vier Puncte selbst werden ein 

System äquianharmonischer Puncte genannt. Wir gehen jedoch auf 
die Eigenschaften dieses Systems nicht näher ein, da es innerhalb 
des Rahmens unserer Entwickelungen keine Anwendung findet. 

§46. 
Die Verwandtschaftsglelohung. 

Die Verwandtschaftsgleichung, welche die projectivische Beziehung 
zwischen den Elementen zweier einförmigen Grundgebilde feststellt, 
enthält in homogener Weise vier Constante : a, h, c, d, und ist somit 
durch das Verhältnis dreier derselben zur vierten gegeben. Kennen 
wir daher drei Paare entsprechender Elemente der beiden Grundge- 
bilde, so können wir diese drei Verhältnisse und damit die Verwandt 
Schaftsgleichung bestimmen. Hieraus folgt: 
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Um zwei einförmige Grundgebilde projectivisch auf 
einander zu beziehen, kann man irgend drei Elementen 
des einen willkürlich drei beliebige Elemente des anderen 
Grundgebildes als entsprechende zuweisen, wodurch dann 
zu jedem vierten Elemente des einen sein entsprechendes 
Element des anderen Gruudgebildes^ bestimmt ist. 

Daher: Wenn zwei projectivische einförmige Grund- 
gebilde drei Paare entsprechender Elemente gemein 
haben, so haben sie alle Elemente entsprechend gemein. 

Die Grundelemente wurden bisher in den beiden projectivischen 
Gebilden als ganz willkürlich und unabhängig von einander voraus- 
gesetzt. Lassen wir nun diese Voraussetzung fallen, so vereinfacht 
sich die Yerwandtschaftsgleichung durch zweckmässige Wahl der 
Grundelemente und liefert einige wichtige Relationen. 

Wir wollen zunächst annehmen , dafs in den beiden projeeti- 

vischen Gebilden 

. M+XN=0, P'-fAV=0, 

deren Verwandtschaftsgleichung 

sei, dem Elemente Mt=0 das Element P' ^e Jf'= entspreche. 
Der M zugehörige Parameter ist nun 1 = 0, der Jf' zugehörige 
A'= ; soll daher der Verwandtschaftsgleichung durch das Wertsystem 
A = A'= genügt werden können, so mufs 

d = 

sein, und die Verwandtschaftsgleichung die einfachere Form besitzen: 

aAA'+6A-f cA'==0. 

Entspricht nun überdies dem Elemente ^ = des einen Gebildes 
im anderen das Element Q' ^ N''=^ 0, so mufs der Verwandtschafts- 
gleichung auch durch das' Wertsystem A = A'= cx> genügt werden. 
Dies ist aber nur möglich, wenn a = 0, also dieselbe die Form hat 

&A-fcA'=0, 

Sind also Jüf = und M'= 0, N=0 und iV"= zwei Paare ent- 
sprechende Elemente zweier projectivischen Gebilde, und werden die 
beiden Elemente eines jeden Gebildes zu seinen Grundpuncten • ge- 
wählt, und ist die Gleichung des einen Gebildes 

jlf+AJ\r=o, 

so ist die des anderen 

M+cXN=0, 

wo c eine Gonstante bezeichnet. 



J 
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§47. 
Ausgezeiohuete Elemente. 

In den vorhergeheDden Auseinandersetzungen haben wir keine 
Rücksicht auf die Art der Gebilde genommen, die wir projeetivisch 
auf einander bezogen. Nunmehr wollen wir voraussetzen, dafs die 
beiden projecti vischen Gebilde gleichartig, entweder awei Punctreihen, 
EbenenbQschel oder Strahlenbüschel seien. In zwei derartigen pro- 
jeetivischen Gebilden existieren gewisse ausgezeichnete Elemente^ die 
in einer einfachen Relation zu den entsprechenden Elementen der 
beiden Gebilde stehen. 

1) Bei zwei projectivischen Punctreihen sind diese ausgezeichneten 
Elemente die beiden unendlich fernen Puncte der Punctreihe und 
die denselben entsprechenden Puncte, welche auch die Gegenpuncte 
genannt werden. 

Nehmen wir an, X = und Y=0 seien die Grundpuncte der 
einen, die denselben bezQglich entsprechenden X'= und 1^'= 
jene der anderen Punctreihe, so werden die beiden projectivischen 
Ponctreihen durch die Gleichungen dargestellt (§ 46): 

X + Ar = 0, x'+ cAr'= 0, 

wo c eine Constante bezeichnet. Ist daher Z = irgend ein Punct 
der ersten, Z'= der entsprechende der zweiten Punctreihe, so ist 

wo (> und ()' Constante bedeuten (§ 42). Für den unendlich fernen 

Punct ö d®^ ersten Punctreihe ist A = , daher ergiebt sich für 

seinen entsprechenden Q* in der anderen Punctreihe 

Für den unendlich fernen Punct JJ' der zweiten Punctreihe ist 
A = , somit für den entsprechenden R der ersten Punctreihe 

XB Q^ 

BY"^ cq'' 

Durch Multiplication beider Gleichungen ergiebt sich 

MX qX'=BYQ'Y\ 

Da nun X und X\ Y und Y' irgend zwei Paare entsprechender 
Puncte der beiden Punctreihen waren, so ergiebt diese Formel den Satz: 
Das Rechteck, welches gebildet wird aus den Abstän- 
den zweier entsprechenden Puncte zweier projectivischen 

£8cherich, Einleitung i. d. anal. Geoin. d. Kaum. 10 
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Pnnctreihen von ihren zugehörigen Gegenpuncten, ist für 
alle entsprechenden Punctepaare eonstant. Dieses con- 
stante Rechteck nennt man auch die Potenz der pro- 
jectivischen Beziehung. 

Hieraus erhellt klar, dafs die Gegenpuncte zweier projectivischen 
Punctreihen wirklich ausgezeichnete Puncte sind, da sich für sie der 
Ausdruck der projectivischen Beziehung, das Doppel Verhältnis , auf 
ein einfaches Verhältnis reduciert. Ausgezeichnet sind auch die Puncte, 
deren Abstände von ihren Gegenpuncten der Seite eines Quadrates 
gleich sind, das mit der Potenz der projectivischen Beziehung inhalts- 
gleich ist. Um diese Puncte zu bestimmen, müssen wir die beiden 
Fälle unterscheiden, ob die Potenz der projectivischen Beziehung 
positiv oder negativ ist. Drücken wir dieselbe im ersten Falle durch 
Ä^ und im zweiten durch — i^ aus, so ist im ersten Falle 

im zweiten 

Im ersten Falle sind also die entsprechenden Punctepaare H^ H' und 
Gf G' der obbezeichneten Art durch die Gleichungen bestimmt: 

BH= Q'H'= h = BG== Q'G\ 

im zweiten Falle durch 

BH^qG'= + h', BG=Q'H' h. 

§ 48. 
Fortsetzung. 

Solche ausgezeichnete Elemente existieren, wie sich leicht 
zeigen läfst, auch in zwei projectivischen Ebenenbüscheln. Um diesen 
Nachweis zu liefern, beziehen wir (§ 41) jeden der beiden Ebenen- 
büschel auf ein Ebenenpaar seines Büschels als Grundelemente, dessen 
Ebenen auf einander senkrecht stehen. Es seien Jlf = und ^ == 
die Gleichungen der Grundebenen des einen, F'= und Q;= jene 
der Grundebenen des anderen Ebenenbüschels und 

ihre Verwandtschaftsgleichung. Ist dann E=0 die Ebene, die im 
ersten Büschel dem Parameter A zugehört und E'= ihre ent- 
sprechende im zweiten Büschel, die also durch den Parameter A' be- 
stimmt wird, so ist 

- ___ sin (M"^E) y___ , s in F'^ E') 
^ — ^ sin {E^N) ' '^ — ^ sSW^e') ' 

WO m und rn Constante sind. Da aber M N= -P'ö'= 90^ ist^ so 
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kann X blos durch den Winkel ME und A' durch <^ FE' ausge- 
drückt werden, auf welche Weise sich ergiebt: 

A = »I tan {M'E) ; l'= m tan (M'^E') . 

Es sei nun A der Parameter irgend einer Ebene E des ersten Büschels^ 
k' der ihrer entsprechenden Ebene E' im zweiten Büschel; Je der 
Parameter jener Ebene K des ersten Büschels, welche zu E senk- 
recht steht und Je jener der K entsprechenden Ebene K' im zweiten 
Büschel. Es bestehen dann die beiden Gleichungen 

aXX'+bX + ck'+d = 

a*Ä'+ blc + ck'+d^O. 

Da aber E und K senkrecht auf einander sind, so ist 

M^K ^ M'E + E^K = M^E ±90^ 
und daher ist 

fc = m tan M'K = i» tan (M'^E ± 90«) = - ^ • 

Durch diese Relation treten an Stelle der obigen beiden Gleichungen : 

aAr+iA + cA'+d = 

— am^ Ä'— m^fc + c¥X + c?A = 0, 

woraus durch Elimination von A sich der Zusammenhang zwischen 

A' und 1c ergiebt: 

cJi'+ d am'^k-\- w*6 

öT+h ck + d ' 

oder 

{m^a^ + c^) A'i'+ (m^ah + cd) (A'+ i') + m^J« + ^2 = 0. 

Diese Gleichung verbindet also die Parameter zweier Ebenen des 
zweiten Büschels ; welche zwei auf einander senkrechten Ebenen 
des ersten entsprechen. Es läfst sich nun leicht erkennen, dafs unter 
den Ebenenpaaren des zweiten Büschels , welche den auf einander 
senkrechten Ebenenpaaren des ersten entsprechen; sich eines befindet^ 
dessen Ebenen selbst auf einander senkrecht stehen. Es ist jenes, bei 
welchem die Parameter A' und ¥ seiner Ebenen aufser der Gleichung 

(m^a« + c2) A'Ä'+ (m^ai ■+■ cd) (A'+ k') + m^¥ + d^ = 

noch der Bedingung der Perpendicularität genügen 

Jk'A'= - m'2. 

Es bestehen somit zur Bestimmung von Ic und A' die beiden Gleichungen 

,, , y__ m^ (m»a* + c») - (w'&g + a ») 
' 7n'^ab-\-cd 

A;'A= — m'2, 

10* 
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woraus sich Tc und X' als die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
darstellen lassen: 

rn^ao + cd ' 

Da dieselbe stets zwei reelle Wurzeln besitzt, so erhalten wir den Satz: 
In jedem von zwei projectivischen Ebenenbüscheln 
existiert im Allgemeinen ein, aber auch nur ein Ebenen- 
paar, dessen Ebenen ebenso wie seine entsprechenden 
im anderen Büschel auf einander senkrecht stehen. 

Sind /S = und T = die Gleichungen dieser Ebenen in dem 
einen, und /S"= 0, T'=0 die ihrer entsprechenden in dem anderen 
Ebenenbüschel, so sind 

S+XT=0 und S'+i/Ar=0, 

wo V eine Constante ist, die Gleichungen dieser beiden projectivischen 
Ebenenbüschel. Da nun der einer Ebene des Ebenenbüschels zuge- 
hörige Parameterwert bis auf eine Constante gleich dem Abstands- 
verhältnis dieser Ebene von den beiden Grundebenen ist, so ist, wenn 
die entsprechenden Ebenen JE = und E'= der beiden Ebenen- 
büschel durch den Parameterwert A in den obigen Gleichungen be- 
stimmt werden, 

l = c '-JH^'J = - c tan S^J5 = - c cot T'E 

sin jE^T 
mX = — c tan S'^E'= - c cot T'^jB', 
wo c und c' constante Gröfsen bedeuten. Hieraus folgt 

tanS"i;tanr^J5;'= — 

mc 

tanT^i;tan/S'-J5=^^. 

c 

Es ist also jedes der beiden Producte 

tanS^JEtanr^JB', tan T^^ tan S"' JE' 

für jedes Paar entsprechender Ebenen^ und JE' der beiden 
Ebenenbüschel eine constante Gröfse. 

Analog wie bei den Punctreihen existieren auch hier bei den 
Ebenenbüscheln zwei Paare entsprechender Ebenen, für welche sich 
diese Rechtecke in Quadrate verwandeln. Um diese Ebenenpaare 
aufzufinden , müssen wir wieder die beiden Fälle trennen , in welchen 
das obige Product positiv, gleich k^, oder negativ, gleich — k^ ist. 
Im ersteren Falle sind diese beiden Ebenen des ersten Büschels G 
und H, und die entsprechenden Cr' und H' oflFeubar durch die Gleich- 
ungen gegeben 
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tan S'^G — tan T'^G' = + * 
tan 5^5"= tan T'^H'^- — *, 
im zweiten Falle durch die Gleichungen 

tan S^G = tan T'^fi^'= + k 
tanr G'==tanS'^i5r h. 

Die Ebenen G und H liegen also in jedem dieser Fälle symmetrisch 
zudenEbenenS und Tund die Ebenen 6r' und -ff' symmetrisch zu T' und iS'. 
2) Hieraus folgt unmittelbar, dafs auch für zwei projectivische 
Strablenbüschel dieselben Sätze bestehen. Denn die Winkel eines 
Strahlenbüschels sind die Neigungswinkel der Ebenen jenes Ebenen- 
büschels, dessen Axe im Mittelpuncte des Strahlenbüschels senkrecht 
auf seiner Ebene steht und zwei Ebenenbüschel^ deren jeder einen 
von zwei projecti vischen Strahlenbüscheln enthält, sind selbst zu einer 
projectivisch, § 43. Construieren wir daher zu jedem von zwei projecti- 
vischen Strahlenbüscheln den Ebenenbüschel, dessen Axe auf der Ebene 
des Strahlenbüschels senkrecht steht, so sind die beiden Ebenen- 
büschel zu einander projectivisch in Ansehung jener Elemente, die 
durch entsprechende Strahlen der beiden projecti vischen Strahlen- 
büöchel hindurchgehen. Die beiden projectivischen Ebenenbüschel 
enthalten nun zwei Paare entsprechender Ebenen S und S\ T und 
T\ von der BeschafiFenheit, dafs S_L T und /S'JL T ist; daher sind 
auch die Strahlen s und s\ t und t' der beiden Strahlenbüschel, 
welche bezüglich durch S, S', T und T' bestimmt werden, ent- 
sprechende Strahlen, und es ist 5 JL ^; s'A^f. Also: 

In jedem von zwei projectivischen Strahlenbüscheln 
existiert im Allgemeinen ein aber auch nur ein Strahlen- 
paar, dessen Strahlen, ebenso wie seine entsprechenden 
im anderen Büschel, auf einander senkrecht sind. 

Bezeichnen nun X und X', Y und Y' zwei Paare entsprechender 
Ebenen unserer beiden Ebenenbüschel, so ist 

tan S^Z . tan r^X = tan Ä^F • tan T F 

tan T^X . tan S'^X'= tan ^T^F • tan S'^T. 

Sind daher Xy y, x\ y die bezüglich durch die Ebenen X, T, X\ 
Y' bestimmten Strahlen der beiden Strablenbüschel, so ist daher wieder 

tan s'^x tan t'^x=- tan s^^y tan t'^y 

tan t^x tan 5' ^x= tan ^y tan s'^y\ 

För die Strahlen ^, h und g h\ welche bezüglich durch die ausge- 
zeichneten Ebenen der beiden Ebenenbüschel G, H und G' H' be- 
stimmt werden, verwandeln sich dann diese Rechtecke in Quadrate. 
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Diese Strahlen g und h in dem einen Büschel, die symmetrisch zu 

5 und t und g und ä', die in dem anderen Büschel symmetrisch zu 5' 

und t' liegen^ können daher als ausgezeichnete Strahlen angesehen 
werden. 

§ 49. 

Übungen. 

1) Sind zwei Punctreihen projectivisch, ist P ein Punct der ersten, 
Q' ein Punct der zweiten Punctreihe^ so lassen sich stets Constante 
mj n, p, q auffinden ^ derart , dafs für irgend ein Paar entsprechender 
Puncte X und X' der beiden Punctreihen 

mPX . QfX'+ nPX+pQ'X'+ q^O 

ist. 

Anl. Ist P = die Gleichung des Punctes P, ^'= jene des Punctes Q\ 

ist ferner M=0 die Gleichung irgend eines Punctes M der ersten und N'^^^ 

die irgend eines Pnnctes N der zweiten Punctreihe und stellen 

die Gleichungen der beiden Punctreihen dar, so müssen die Parameter X und X\ 

da nach der Voraussetzung die beiden Punctreihen projectivisch, durch eine 

lineare Gleichung 

aXX'+hX + cX'+d^O 

verknüpft sein. Ist daher X der Punct der durch A, und X' sein entsprechender 
Punct der durch X' bestimmt wird, so ergiebt dieselbe 

, PX O'X' , ^ PX . , Ö'X' , ^ ^ 

wo q und q' Constante sind. Drückt man hierin XM und X'N* vermöge der 
Gleichungen aus 

PX + XM + Jifp == , ö'Z'+ x'JV'H- iv^'e'= , 

so erhellt die Richtigkeit der Behauptung. 

2) Sind a und V zwei Ebenen zweier projectivischer Ebenen- 
büschel, so lassen sich stets Constante (i, Vy n auffinden^ dergestalt, 
dafs für irgend ein Paar entsprechender Ebenen x und x 

tan a^x tan V ^x-\- fi tan a^x + v tan V ^x-^ n^ = 
ist. 

3) Es sind vermöge der Gleichungen in den Aufgaben 1) und 2) 

die ausgezeichneten Elemente und die Potenz der projecti vischen Be- 
ziehung zweier projecti vischen einförmigen Grundgebilde abzuleiten. 

4) Sind Ay By Cy D vier Puncte einer Geraden, so ist 

Analog besteht für vier Ebenen a^ b, c, d eines Ebenenbüschels 

die Identität (ab cd) = (cot a'^b — cot c'^b) : (cot a^b — cot d^b). 

Anl. Man gelaugt zur ersten Relation^ indem man im Ausdrucke für 
(^ABÜD): AC durch AB und BC, AD durch AB und BD ausdrückt, zur 
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zweiten, indem man in (ahcd) ^s— — r'- — ty- dieselben Substitutionen, vor- 

Bin CO sm ab 

genommen werden. 

5) Sind Ä, B, Cj D vier harmonische Puncte, so bestehen die 
Identitäten 

2 1,1 



JBA BG ' BB 

2 1,1 

-r 



AB AG ' AD 

GB ~ GÄ • GB 
2 1,1 



DG DA ^ DB' 

und analog für vier harmonische Strahlen 

2 1 , 1 



tan a'^ h tan a ^c ' tan a^d 

6) Sind Ä und B, C und D zwei Paare conjugiert harmonischer 

Puncte und ist die Mitte des Abstandes des einen Paares, etwa 

AB, so ist „ 

' OA^ = OC' OD. 

Anl. Aus (ADCB) = i folgt zunächst 

AG • BD^AO GD^'AD'BG 
und hieraus 

AG'BG=^GD'GO. 

Die analogen Sätze für vier harmonische Strahlen aufzustellen. 

7) Es sind die Sätze in 5) und 6) aus (Afc A, ftj) ?= — 1, wo 
X und ft, Aj und /ij die Parameter zweier Paare conjugiert har- 
monischer Puncte bedeuten, zu beweisen. 

8) Das Punctepaar oder Ebenenpaar zu bestimmen, das har- 
monisch ist zu jedem von zwei gegebenen Punctepaaren oder Ebenen- 
paaren. 

Anl. Die Parameter dieses Ebenenpaares werden durch Auflösung einer 
quadratischen Gleichung erhalten. Die Construction ergiebt sich aus 6. 

9) Schneidet man die Kanten eines Tetraeders durch eine Ebene 
und construiert zu zwei Schnittpuncten derselben auf den Kanten des 
Tetraeders die vierten harmonischen Puncte, so liegen diese beiden 
construierten Puncte mit den Schnittpuncten auf den Gegenkanten 
in einer Ebene. 

Anl. Sind -4 = und B = die Gleichungen zweier Puncte, so werden 
dieselben durch das Punctepaar A-{- XB = 0, A — XB ==0 harmonisch getrennt. 

10) Schneidet man die Kanten eines Tetraeders durch eine Ebene 
und construiert auf jeder Kante zu dem Schnittpuncte den vierten 
harmonischen Punct, so schneiden sich die Geraden, welche von 
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diesen Puncten die auf den Gegenkanten gelegenen verbinden , in 
einem Puncte. 

Anl. Sind XiÄf — ^(^1=^0; X^Äf — ^8^8 = ^» ^Is -^s ~ ^4 -^4 == ; 
X4A4 — X^Äi =* die Gleichungen der Schnittpancte der gegebenen Ebene mit 
vier Tetraederkanten, so ergiebt eich die Behauptung durch Interpretation der 
Gleichung 

XtAi + XtÄ2 + ig Jj + ^4^4 = . 

Anmerkung. Also schneiden sich die Verbindungslinien der Mittelpuncte je 
zweier Gegenkanten eines Tetraeders in einem Puncte. 

11) Die Ebenen, welche durch je eine Kante des Tetraeders und 
den auf der gegenüberliegenden Kante construierten harmonischen 
Punct gelegt werden, schneiden sich in einem Puncte. 

Anl. Folgt ebenfalls aus der obigen Gleichung. 

12) Welche Sätze ergeben sich durch Interpretation der Gleichungen: 

A|^j — ^2-^2 "1" ^3-^3 + ^4-0.4 = 
^1-^1 T" ^2-^2 — ^3-^3 "f" A^-Ä^ = 
^1-^1 "T ^2-^2 1 ^3-^3 — A^^^ = 0, 

WO A^ = 0, -42 «= 0, -43 = 0, -4^ = die Gleichungen der vier Eck- 
puncte eines Tetraeders sind? 

Anl. Um die erste dieser Gleichungen zu behandeln, untersuche man 
zunächst die Bedeutung der Puncte 

~ XiAt + ^iA^ + X^A^^O 

-XiA^+XtA^ + X^A^'^O 

-;,A + A,^8 + ^4^ = 

X2A2 -f- ^a-^a -f- ^4^44 = , 

die sich aus der Bedeutung der Puncte ergiebt 

Z,Ji-Z,^ = 0; ;,i4, — ;848 = 0; X^A^ — X^A^^O 

X4A4 — XiAi = 

XiAi + X^At^^O; X^A^ + Xj^A^^Oi X^A^ + X^A^^O 

Z4-44 + XiAi^O. 

13) Es sind die den Aufgaben 9 — 12 reciproken (§ 19) aufzustellen 
und durchzuführen. 



Achtes Oapitel. 
Die Erzeugnisse zweier einfSrmigen projectivischen ttrundgebilde. 

§ 50. 
Die Begelfläche. 

Sind irgend zwei Grundgebilde der ersten Stafe projectivisch auf 
einander bezogen und sind sie derart^ dafs je zwei entsprechende 
Elemente derselben — indem man sie zum Schnitte bringt oder ver- 
bindet — einen Punct, eine Ebene oder Gerade bestimmen^ so wird 
die Gesamtheit derselben ^ da sie conti nuierlich auf einander folgen, 
ein bestimmtes Gebilde erfüllen, welches das Erzeugnis der beiden 
projectivischen Grundgebilde genannt wird. Die wichtigsten Eigen- 
schaften dieser Erzeugnisse sollen nun im Folgenden aufgesucht 
werden. 

Wir wollen hierbei der Kürze halber zu Grundelementen der 
beiden Gebilde, deren Erzeugnis wir zu untersuchen beabsichtigen, 
stets zwei Paare entsprechender Elemente derselben wählen. Be- 
stimmen wir also die Elemente t7 = 0, F= des einen Gebildes 
zu Grundelementen, so nehmen wir die entsprechenden im anderen 
Gebilde ?7'= 0, F'= zu dessen Grundelementen. Die projectivische 
Beziehung der beiden Gebilde drückt sich dann durch die Form ihrer 
Gleichungen aus; stellt nämlich U -{- AF== die Gleichung des einen 
Gebildes dar, so ist U'-\- mXV'=0, wo m eine Constante ist, die 
Gleichung des anderen Gebildes. 

Wir beginnen mit dem Erzeugnisse zweier projectivischen Ebenen- 
büschel , dem nach dem Gesetze der Reciprocität das Erzeugnis zweier 
projectivischen Punctreihen zur Seite steht. Beide sind, wie sich 
leicht zeigen läfst, identisch. 

Diese Identität ist unmittelbar klar, da die Schnittlinien der ent- 
sprechenden Ebenen zweier projectivischer Ebenenbüschel gleichzeitig 
die Verbindungslinien der entsprechenden Puncte — die sogenannten 
Projectionsstrahlen — zweier projectivischer Punctreihen sind. Denn 
jeder der beiden projectivischen Ebenenbüschel schneidet die Axe des 
anderen in einer zu ihm projectivischen Punctreihe, somit sind diese 
beiden Punctreihen selbst zu einander projectivisch in Ansehung jener 
Elemente, welche durch entsprechende Ebenen der beiden Büschel 
bestimmt werden. Die Schnittlinie zweier entsprechender Ebenen 
der beiden Büschel kann daher auch als ein Projectionsstrahl dieser 
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beiden projectivischen Punctreihen angesehen werden.. Und offenbar 
ist auch umgekehrt das Erzeugnis zweier projectivischen Punctreihen 
identisch ;^mit dem Erzeugnisse der beiden projectivischen Ebenen- 
büschel, deren jeder die eine Punctreihe aus der anderen Geraden 
als Axe projiciert. 

Die Gesamtheit der Schnittlinien der entsprechenden Ebenen 
zweier projectivischen Ebenenbüschel, oder der Projectionsstrahlen 
zweier projectivischer Punctreihen wird eine Regelschar genannt. 

Die Coordinaten jedes Punctes einer Regelschar erfüllen, ebenso 
wie die Coordinaten einer Ebene, welche durch eine Gerade der 
Regelschar hindurchgeht, eine bestimmte Gleichung. 

Sind etwa 

J5i + ;i j&j = und JB/+ mlE^^ 

die Gleichung zweier projectivischen Ebenenbüschel, so erfüllen die 
Coordinaten jedes Punctes der durch sie erzeugten Regelschar die 
Gleichung 

die also nach den Coordinaten des Punctes vom zweiten Grade ist. 

um die Gleichung zwischen den Coordinaten einer Ebene zu 
finden, welche durch eine Gerade der Regelschar geht, suchen wir 
zunächst die Gleichung der Punctreihe, die jeder Ebenenbüschel auf 
der Axe des anderen induciert. 

Ist nun 

E^=V iX^-\-V2X2 + V.^X.^ + V^X^f E{=Vi Xi + v^ X2 + v^' x^-\-v^' x^ 
E2 ^W^X^-^- W2 X2 + Wg X2 + W?4 ^^4 ) E^^ w{Xx-\- W2X2 + w^'x.^ -{- w^x^ , 

so ist die Gleichung des Durchschnittspunctes der Ebene 

E;+mlE2 = 

mit der Axe {E^E.^ des anderen Ebenenbüschels, wenn u^y tfg, «^3, u^ 
die laufenden Coordinaten dieser Punctgleichung bezeichnen. 
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Ebenso ist die Gleichung der durch den anderen Büschel auf der 
Axe {E^E^) bestimmten Punctreihe 
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Jede der hier auftretenden Determinanten ist die linke Seite der 
Gleichungen des Durchschnittspunctes einer Grundebene eines der 
beiden Ebenenbüschel mit der Axe des anderen. Bezeichnen wir 
daher mit P/ = und P2 = die Gleichungen der Durchschnitts- 

puncte der Ebenen Ei und JSj' ™i^ ^^^ ^^^ (-^i -^2) ^^^ ™i* Pj == 
und Pj == jene der Dnrchschnittspuncte der Ebenen E^ , und Eo 
mit der Axe {E^E^)^ so erhalten die vorstehenden Gleichungen die 

Form 

P/+wAP2'=0, Pi + AP2 = 0. 

Die Puncto dieser beiden Punctreihen, welche demselben Parameter- 
werte A entsprechen, liegen in den Ebenen der beiden Ebenenbüschel, 
welche durch eben diesen Wert X des Parameters bestimmt werden; somit 
ist die Verbindungslinie der beiden Puncto auch die Schnittlinie dieser 
beiden Ebenen und es erfüllen also die Projectionsstrahlen dieser 
beiden projecti vischen Punctreihen dieselbe Regelschar, wie die Schnitt- 
linien der entsprechenden Ebenen der beiden gegebenen Ebenen- 
büschel. 

Die Goordinaten jeder Ebene ^ welche durch einen Strahl der 
Regelschar geht, genügen also der Gleichung 

P/P2 — mP,P2'=0. 

Dieselbe stellt die Gleichung der Regelschar in Ebenencoordinaten 

dar, da alle Ebenen, deren Goordinaten diese Gleichung befriedigen, 

die Regelschar bestimmen. Sie ist nach den Ebenencoordinaten vom 

zweiten Grade. 

§ 51. 

Fortsetzung. 

Bei der Erforschung der Eigenschaften der Regelschar ist so- 
wohl ihre Gleichung in Punct- als Ebenencoordinaten zu berück- 
sichtigen. Doch bei Untersuchungen über blofse Lagebeziehungen, wie 
sie uns jetzt beschäftigen werden, überhebt uns das Gesetz der Reci- 
procität dieser doppelten Betrachtungen und es genügt also denselben 
eine der beiden Gleichungen zu Grunde zu legen. Wir wählen hierzu 
die Gleichung der Regelschar in Punctcoordinaten : 

mE^E^—E^E^^O. (1.) 
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Aus derselben ergiebt sich zunächst — was schon aus der Entstehungs- 
weise klar ist — dafs die Puncte der Axen der beiden Ebenenbüschel 
Puncte der Regelschar sind. Denn für die Coordiuaten eines jeden 
solchen Punctes ist entweder jE^ = und JBj = 0, oder E(= und 
^2 == 0, also genügen dieselben der Gleichung der Regelschar. Die 
obige Gleichung können wir auch in Form einer Proportion schreiben 

E^ : E(= E^ : mE^, 
woraus sich ergiebt 

{E^ + X E;) : {E^ + mk E^) = E^ : E^ 

{E, + ^E,') : {E, + miiE,') = E,' : mE,\ 
wobei A und ft irgend welche Werte besitzen mögen. Aus diesen 
beiden Gleichungen ziehen wir 

JE/j El J&i -f- XE\ E^ -\- fiEf 

E^ m E2 E2 -\~ tnX E2 E2 -\~ mfi E^ 

4M W TP ' W W ' rnE^ ^z >^^ 

m -o, -Dj — Jij Ji, _ (^^ ^ ^ ^ g^.^ (jg.^ + ^E^y^ 

[(^1 + IE,') {E, + miiE,') - (E, + (iE,-) (E^ + nUE^')] • 

Für die Coordinaten der Puncte der Regelschar verschwindet die 
linke Seite dieser Gleichung, es mufs daher auch einer der Factoren 
rechts hierfür verschwinden. Da dies der erste Factor seiner Natur 
nach nicht sein kann, so erbalten wir für die Gleichung der Regel- 
schar den neuen Ausdruck 

(-&, + AE/) (^2 + mfiE^') — {E^ -hfiE/) {E^ + mA J?/) = . 

Demselben wird genügt durch die Coordinaten jedes Punctes, die gleich- 
zeitig zweien in derselben Colonne oder Zeile stehenden von den vier 
Gleichungen genügen: 

Ei+ IE^ = E^-[r ilE; = 
E2 + mlE^ =0 ^^2 + WfAjE?2' = . 
Die Erfüllung der in der nämlichen Zeile stehenden Gleichungen lehrt 
nichts Neues ; sondern zeigt nur, dafs die Axen der beiden Ebenen- 
büschel mit allen ihren Puncten in der Regelschar liegen; wohl er- 
giebt sich aber aus der Thatsache^ dafs die Puncte, deren Coordinaten 
die beiden Gleichungen 

E^ + XE^^O, E^ + mkE.;=0 (2.) 

befriedigen, in der Regelschar (1.) liegen, eine wichtige Folgerung. 
Diese beiden Gleichungen stellen nämlich, wenn wir darin A als be- 
weglichansehen, zwei projectivische Ebenenbüschel dar und es liegen 
somit die Puncte der durch sie erzeugten Regelschar in der ersten 
Regelschar. Es besteht somit aufser der ursprünglichen noch eine 
zweite Regelschar und. jede Gerade der einen Regelschar schneidet die 
sämmtlichen Geraden der anderen. 
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Dies läfdt sich leicht auch direct zeigen, indem wir nachweisen; 
dafä die zweite Regelschar durch projectivische Ebenenbüschel erzeugt 
werden kann, deren Axen irgend zwei Strahlen der ersten Regel- 
schar sind. Es geht dies unmittelbar aus der Thatsache heryor, dafs die 
beiden obigen Gleichungen (2.) vermittelst zweier beliebigen Constan- 
ten Q und durch die folgenden ersetzt werden können 

{E, + qE,) + X (^/+ mQE,') = 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich ähnlich wie früher 
aus der Umformung der Gleichung 

je»i -f- p-ca| E^ 

E^+ mqEi "^ mEi 

E\ -\- öE^ E^ 



denn hieraus folgt 



E^ -\- maE, Ei 

Somit ist für alle Puncte der Regelschar (2.) 

mEiEj ^ (Et + aEj) (JB?/+ mgEt') _ . ^ 
EiE^ — (jB, + qE^) + (Ei + maE^') "" ' 

es genügen also die Coordinaten jedes ihrer Puncte der Gleichung 

{E, + öE,) {E,'+ mQE,') - {E, + qE,) (E,'+ möE,') =0; 

dieselbe kann man aber aus der Gleichung der beiden Ebenenbüschel 

{E, + qE,) + A {E;+ mQE^) = 01 

(jEj + isE^) + X {E;+ maE.;) == Oj ^ '^ 

durch Elimination des Parameters k erhalten. 

Die durch diese beiden Ebenenbüschel erzeugte Regelschar ist 
identisch mit der Regelschar (2.), da jede der beiden Gleichungen 
(3.) eine Ebene darstellt, welche durch die Schnittlinie von 

j&, + AJE;/=0 und E2 + mlE.;=0 

hindurchgeht, § 10. Die Geraden der Regelschar (2.) schneiden da- 
her die Axen der beiden Ebenenbüschel (3.), also die Geraden, deren 
Gleichungen bezüglich 

. ' E^ + qE2=^0, E;+mQE;=0 
Ei + aE^ = 0, E;+möE;=0. 

Jedes dieser Gleichungssysteme stellt aber einen Strahl der ersten 
ßegelschar dar, der wegen der Willkürlichkeit des q und <y eine be- 
liebige Gerade derselben ist, also schneiden die Geraden der zweiten 
Regelschar jeden Strahl der ersten» 
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§52. 
Fortsetzung. 

« 

Zu demselben Ergebnisse können wir auch in anderer Weise ge- 
langen. Da nämlich die Gleichung der Regelschar 

nach den Coordinaten ic, , a^j , x^, x^ homogen vom zweiten Grade 
ist, so ergiebt sich hieraus unmittelbar: 

Eine Ebene schneidet im Allgemeinen die Regelschar 
in einer allgemeinen Curve der zweiten Ordnung. 

Hiervon überzeugen wir uns am einfachsten, indem wir diese 
Ebene zu einer Seitenebene des Fundamentaltetraeders annehmen. 
Wählen wir sie etwa zur Seitenebene x^ = 0, so erhalten wir die 
Gleichung ihrer Schnittlinie mit der Regelschar, bezogen auf das in 
der Ebene gelegene Dreieck des Fundamen taltetraeders , § 37, 
wenn wir in der Gleichung der Regelschar x^= setzen. Dieselbe 
ist aber nach x^, x^^ x^ homogen vom zweiten Gerade. 

Hieraus schon folgt: 

Im Allgemeinen liegen auf einer Geraden nur zwei 
Puncte der Regelschar. 

Denn da eine Gerade eine Curve der zweiten Ordnung in höchstens 
zwei Puncten schneidet, so hat die Gerade mit der Schnittfigur der 
Regelschar und einer Ebene, die durch die Gerade gelegt wird, höchstens 
zwei Puncte gemeinsam. Es ergiebt sich dies auch daraus, dafs die 
Resultante aus einer nach den Coordinaten x^, x<^^ x^, x^ homo- 
genen quadratischen Gleichung und zweien nach diesen Gröfsen homo- 
genen linearen Gleichungen , homogen vom zweiten Grade in zwei 
der Coordinaten ^r^, x^, x^, x^ ist. 

Hieraus können wir wieder zurückschliefsen, dafs die Schnittfigur 
der Fläche mit einer Ebene eine Curve H. Ordnung ist. 

Wird jedoch diese Resultante durch mehr als zwei Werte des Ver- 
hältnisses der beiden in ihr vorkommenden Coordinaten befriedigt, so 
verschwindet sie identisch und ihr wird also durch jeden Wert dieses 
Verhältnisses genügt. 

Also: Schneidet eine Gerade drei Strahlen einer Regel- 
schar, so schneidet sie die sämtlichen Geraden der 
Schar. 

Nun lassen sich aber unendlich viele Gerade construieren, welche 
irgend drei gegebene Geraden schneiden.' Denn die Schnittlinie je 
zweier entsprechender Ebenen der beiden projecti vischen Ebenen- 
büschel, deren jeder die Puncte einer und derselben der drei Geraden 
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aus einer der beiden anderen als Axe projiciert, schneidet offenbar 
alle drei Geraden. 

Aus dieser Constraction folgt zugleich: 

AlleGeradeU; welche drei gegebene schneiden, bilden 
eine Regelschar und schneiden dieselben in drei Punct- 
reihen, welche in Ansehung derPuncte, die auf derselben 
Geraden der Schar liegen, projectivisch sind. 

Hieraus folgt wieder, dafs die Regelschar, welche irgend drei 
Geraden einer anderen schneidet, alle Geraden derselben in projecti- 
vischen Punctreihen schneidet. 

Es findet sich also zu jeder Regelschar eine andere 
vor; jede Gerade der einen schneidet sämtliche Geraden 
der anderen. Die hierdurch auf den Geraden der einen 
Schar durch die Geraden der anderen bestimmten Punct- 
reihen sind zu einander projectivisch in Ansehung der 
Puncte, welche in derselben Geraden liegen. Es werden 
somit auch die Geraden einer jeden Schar aus irgend zwei 
Geraden der anderen als Axen durch projectivische 
Ebeneubüschel projiciert. Jede Schar wird die Leit- 
schar der anderen und jeder Strahl der einen ein Leit- 
strahl der anderen genannt. Beide Regelscharen zu- 
sammen bilden die Regelfläche. 

Dieser Satz steht der Behauptung am Schlüsse des vorhergehenden 
Satzes offenbar reciprok gegenüber. 

Nach dem Gesetze der Reciprocität ergiebt sich auch aus dem 
Satze, dafs eine Gerade die Regelschar in zwei Puncten schneidet: 

Durch jede Gerade lassen sich zwei Ebenen legen, 
deren jede eine Gerade einer R^gelschar enthält. 

Ein Ausnahmefall tritt ein, wenn die Gerade eine Gerade einer 
Schar ist, denn dann enthält jede Ebene, welche durch sie hindurch 
gelegt wird, überdies eine Gerade der anderen Schar. Jede solche 
Ebene schneidet also die Regelfläche in zwei Geraden, die verschie- 
denen Scharen angehören •, jede Gerade, die durch deren Durchschnitts- 
punct geht, schneidet somit die Regelfläche nur in diesem und keinem 
weiteren Puncte. Man sagt deshalb, jede solche Ebene be- 
rühre die Regelfläche in diesem Puncte. 

§ 53. 
Fortsetzung. 

Wir wollen nun auch die Gleichung der Berührungsebene in 
einem bestimmten Puncte der Regelfläche aufzustellen suchen. Es 
seien 
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je;, + qE^ = 0, jB,'+ mQE^= (1.) 

die Gleichungen der Geraden der einen Regelschar, welche durch 
diesen Punct hindurchgeht, und 

E^-\-IE;=0, E^'\-mXE^=0 (2.) 

die der Geraden der anderen ßegelschar. 

Da die Berührungsebene jede dieser Geraden enthält, so müssen 
Constante \ und h.^ , f*| und ftj sich auffinden lassen (§ 10), vermöge 
welcher die Gleichung der Ebene sowohl durch 

Ä, {E, + qE^) + k, iE;+ mgE,') = , 
als auch 

fi, {E, + lE^') + II, {E, + ml) E.J= 

darstellbar ist. Da beide Gleichungen dieselbe Ebene repräsentieren, 

so ist 

Ä, (i?, + qE, ) + k, {E,'+ mgE,') 

- ^, (E^ + XE;) + ^, {E, + mkE^) . 
Diese Identität kann aber nur bestehen, wenn 

Die Gleichung der Bertihrungsebene ist somit: 

E^ + 9^2 - A {E^'+ mgE,') = . '(3.) 

Wir können dieselbe leicht umformen, indem wir A und q durch 
die Coordinaten des Berührungspunctes ausdrücken. Bezeichnen 
{E,), {E.2)j (-B3), (-B4) die Substitutionsresultate der Coordinaten des 
Berührungspunctes bezüglich in E,, E^j JB3, jB^, so ist, weil dieser 
Punct der Durchschnittspunct der beiden Geraden (1.) und (2.) ist 

(i?,) = - Q{E,)', (^,) = - M^l') 

{ßO m e (^3') ; (-2^2) »» ^ (-^2') • 

Durch die Substitution 

^ — ~^ar(m' '^""""iJTc^' ^Q^ = [Er) 

gellt daher die Gleichung der Berührungsebene (3.) über in 
m {E^) JB, — (E/) E, + {E^) E;-^ m (JB,) E,'= . 

Die Ebenencoordinaten dieser Ebene sind daher nach den Coordinaten 
des Berührungspunctes linear und homogen. 

Aus diesem Umstände ergiebt sich unmittelbar eine wichtige 
Folgerung : 

Die Berührungsebenen an die Regelf lache in den Pun- 
ten einer ebenen Curve schneiden sich in einem Puncte. 

Denn da nach der Voraussetzung der Berührungspunct in einer 
Ebene sich bewegt, so genügen seine Coordinaten einer linearen 
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Kelation. Eliminieren wir nun yermitielst dieser eine derselben aus 
der Gleichung der Berührungsebene, so sind die Ebenencoordinaten 
in derselben nach drei willkürlichen Gröfsen, den drei übrigen Goor- 
dinaten des Berührungspunctes , homogen und linear: sie stellt somit 
einen Strahlenbündel dar (§ 40). 

Und reciprok: Die Berührungspuncte der Berührungs- 
ebenen, welche von einem Puncte aus an die Kegelfläche 
gelegt werden, liegen in einem Kegelschnitte. 

Denn die Ebenencoordinaten der Berührungsebene genügen dann 
einer linearen Eelation, Da nun dieselben nach den Goordinaten des 
Berührungspunctes linear und homogen sind, so müssen auch diese 
eine lineare homogene Gleichung befriedigen, wie behauptet wurde. 

2) Aus diesem Doppelsatze und der früher erwiesenen Thatsache, 
dafs die Begelfläche eine Ebene in einem Kegelschnitte schneidet, 
fliessen unmittelbar die Fundamentalsätze aus der Theorie der Kegel- 
schnitte. 

Zunächst ist der folgende Satz klar : 

Das Erzeugnis zweier projectivischer Strahlenbüschel 
ist ein Kegelschnitt der durch ihre Mittelpuncte hin- 
durchgeht. 

Denn ziehen wir aus dem Mittelpuncte jedes der beiden Strahlen- 
büschel eine Gerade, welche die andere nicht schneidet und projicieren 
aus jeder dieser Geraden als Axe den Strahlenbüschel, dessen Mittel- 
punct sie enthält, so sind die beiden so entstehenden Ebenenbüschel 
in Ansehung der Ebenen, welche entsprechende Strahlen der beiden 
Büschel projicieren, zu einander projectivisch und erzeugen also eine 
Begelfläche. Diese schneidet somit die Ebene in dem Erzeugnisse der 
beiden projectivischen Strahlenbüschel und dasselbe ist daher als 
die Schnittfigur der Begelfläche mit der Ebene ein Kegelschnitt. 

Die Umkehrung dieses Satzes folgt aus der Thatsache, dafs durch 
jeden Kegelschnitt eine Begelfläche gelegt werden kann. Es läfst 
sich nämlich leicht eine Begelschar construieren , deren sämtliche 
Strahlen den Kegelschnitt und zwei willkürlich durch zwei Puncte 
des Kegelschnittes gezogene Leitstrahlen treff^en. Sind und 0' 
die beiden Puncte, aus denen wir zwei Gerade bezüglich g und g' 
ziehen, die nicht in derselben Ebene liegen, so schneiden die GeradeUi 
welche g und g' und den Kegelschnitt treffen, die beiden Geraden g 
und g in zwei projecti vischen Punctreihen. Denn suchen wir zu 
einem Puncte X von g den zugehörigen X' von g\ so erhalten wir 
denselben, indem wir durch X und g eine Ebene legen und den 
Punct, in welchem die Ebene den Kegelschnitt apfser 0' schneidet, 
mit X verbinden. Also entspricht dem Puncte X ein einziger Punct 

Esoberich, Einleitang i. d. anal. Geom. d. Baum. 11 
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X\ und umgekehrt. Somit bilden die Geraden, deren jede den Kegel- 
schnitt und die beiden Geraden g und g' schneiden, eine Begelschar. 
Hieraus folgt unmittelbar : Die Strahlenbüschel, welche die 
Puncte eines Kegelschnittes aus irgend zweien derselben 
projicieren, sind pr ojectivisch in Ansehung der Strahlen, 
welche denselben Punct des Kegelschnittes projicieren. 

Denn legen wir durch den Kegelschnitt eine Regelschar, so wird 
dieselbe aus je zwei ihrer Leitstrahlen durch zwei projectivische 
Ebenenbüschel projiciert. Jeder derselben schneidet die Ebene des 
Kegelschnittes in einem zu ihm projecti vischen Strahlenbüschel, daher 
sind diese beiden Strahlenbüschel selbst projectivisch in Ansehung 
der Strahlen, welche entsprechenden Ebenen der beiden Ebenen- 
büschel entsprechen, womit die obige Behauptung erwiesen ist. 

Aus der Thatsache, dafs durch einen Kegelschnitt sich stets 
eine Kegelschar legen läfst und dafs die Berührungsebenen an eine 
ßegelfläche längs einem Kegelschnitte sich in einem Puncte schneiden, 
folgt ferner: 

Je zwei Tangenten eines Kegelschnittes werden von 
den übrigen in zwei projectiviachen Punctreihen ge- 
schnitten; den Berührungspuncten der beiden Tangenten 
entsprechen hierbei die in ihrem Durchschnittspuncte ver- 
einigten Puncte. 

Behufs des Beweises legen wir durch den Kegelschnitt eine 
Regelfläche. Die Berührungsebenen derselben längs dem Kegelschnitte 
schneiden sich in einem Puncte und jede derselben schneidet die 
Ebene des Kegelschnittes in einer Tangente desselben. Die Be- 
rührungsebenen projicieren aber die beiden Regelscharen der Regel- 
fläche aus jenem Puncte, es werden also je zwei von allen übrigen 
in zwei Strahlenbüscheln geschnitten, die (§ 52) projectivisch 
sind in Ansehung der Strahlen, die in derselben dritten Berührungs- 
ebene liegen. Die Ebenen der Strahlen büschel schneiden somit die 
Ebene des Kegelschnittes in zwei Punctreihen, welche zu je einem 
der Strahlenbüschel und daher unter einander projectivisch sind, und 
zwar entsprechen in den beiden Punctreihen einander die Puncte, 
welche auf derselben dritten Berührungsebene der Regelfläche, also 
auf derselben dritten Tangente des Kegelschnittes liegen. Der zweite 
Teil des Satzes ergiebt sich am anschaulichsten, wenn wir uns die 
projectivischen Punctreihen auf den beiden Tangenten dadurch ent- 
standen denken, dafs eine dritte Tangente auf dem Kegelschnitte 
gleitet. In jeder ihrer Lagen bestimmt sie bei der Bewegung zwei 
entsprechende Puncte der beiden projectivischen Punctreihen; nähert 
sie sich nun unbegrenzt der einen der beiden Tangenten, so nähert 
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sich ihr Durchschnittspunct mit dieser uubegrenzt dem Berührungs- 
puDcte derselben und der Durchschnittspunct mit der zweiten 
Tangente unbegrenzt dem Durchschnittspuncte der beiden fixen 
Tangenten. 

Es gilt aber auch die Umkehrung: Die Projectiousstrahlen 
zweier projectivischer Punctreihen, die in derselben 
Ebene liegen, umhüllen einen Kegelschnitt. 

Wir projicieren die beiden projectivischen Punctreihen und ihre 
Projectionsstrahlen aus einem Puncte des Raumes und zeigen zu- 
nächst, dafs sich Regelflächen construieren lassen^ welche alle diese 
Ebenen berühren. Zu dem Behufe ziehen wir in jeder der beiden 
Ebenen, die eine der beiden Punctreihen projiciert, eine Gerade, jedoch 
80; dafs diese beiden Geraden g und g' nicht in derselben Ebene liegen. 
Die Punctreihen, welche auf diesen beiden Geraden von den übrigen 
Projeciionsebenen projiciert werden, sind projectivisch in Ansehung 
der Puncte, welche durch dieselbe Ebene auf g und ^ bestimmt werden. 
Die Regelschar, welche durch die Projectionsstrahlen der beiden pro- 
jectivischen Punctreihen gebildet wird, berührt somit alle diese Ebenen 
Nach dem Vorhergehenden berühren somit alle diese Ebenen einen 
bestimmten Kegelschnitt k, d. h. jede derselben hat mit ihm zwei 
zusammenfallende Puncte gemeinsam. Projicieren wir daher diesen 
Kegelschnitt von auf die Ebene JE der beiden gegebenen projecti- 
yischen Punctreihen, so wird die Projection des Kegelschnittes von 
allen Projectionsstrahlen dieser beiden Punctreihen berührt. Nun 
wird aber k aus irgend zwei seiner Puncte durch zwei projectivische 
Strahlenbüschel projiciert, die selbst wieder aus durch zwei projec- 
tivische Ebenenbüschel projiciert werden. Die Projection von k auf 
E ist daher das Erzeugnis der Projectionen dieser beiden Strahlen- 
büschel auf JE^ also ein Kegelschnitt. Es werden somit die sämtlichen 
Projectionsstrahlen der beiden gegebenen projectivischen Punctreihen 
von einem Kegelschnitte berührt. 

§. H 

Der Siegel und Ebenenbüsohel der sweiten Ordnung. 

1) Sind 

E^ + lE.^ = 0, E^ + mkE.;= 

die Gleichungen der beiden projectivischen Ebenenbüschel, die eine 
Regelschar erzeugen, so bestimmen die beiden projectivischen Ebenen- 
büschel 

E^ + k E{= 0, E^ + mkE.;=- 

die zweite Regelschar der Regelfläche. Schneiden sich nun die Äxen 

II* 
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der beiden Ebenenbüschel, so existieren vier Constante Ä, , Äj, h^j h^, 
welche die Identität liefern 

Setzen wir der Kürze halber 

E = E^ + kE(y W= E^ + mXE^, 
so ist 

Äj -E + \E' = ÄJj JE, + \E^ + A {\ J5?/+ m\E^) 

= {l\— h^) Ei + {mX\ — h^^ JE/, 

folglich ist die Ebene Tc^E+h^ E'= eine Ebene des Büschels {E{E^). 
Ebenso ist 

mh;E + lc^E'= mh^E^ + h;E^ + ml (Jc^E^ + h^'E^) 

= mlc^Ei + fc/JEj — ml Qc^E^ + Äg^j) 
= — wi {X\ — */) ^1 — (mAÄj — V) -^2 • 
Daher ist die Ebene mTc^'E -^Tc^E'^^O eine Ebene des Büschels 
{E^E^), Der Parameter ^ dieser Ebene, aufgefafst als Ebene des 

Büschels J^i + ^^0 = ist ^ = — ,' ~ ',> jener /it' der Ebene 

h^E + Jc^E'=0, 
betrachtet als Ebene des Büschels Ei'{-mlE2 = 0j hingegen 

K A/j — K>Y 

also ist \ß! = myi. Diese beiden Ebenen sind somit zwei entsprechende 
Ebenen der beiden die erste Regelschar erzeugenden Büschel. Ihre 
Schnittlinie ist daher eine Gerade dieser Schar, sie ist aber auch eine 
Gerade der zweiten Schar, denn sie ist die Schnittlinie der beiden 
Ebenen E = E^'^ XE^ und E'= E^ + mXE^. Wir haben somit 
den Satz: 

Schneiden sich die Axen zweier projectivischen 
Ebenenbüschel, so fallen die beiden durch sie bestimm- 
ten Regelscharen in eine zusammen und die Geraden der- 
selben gehen durch den Durchschnittspunct der beiden 
Axen. 

Das hierdurch entstehende Gebilde wird ein Kegel zweiter Ord- 
nung genannt, der Durchschnittspunct seiner Strahlen die Spitze 
des Kegels. 

Von ihm gelten offenbar mehrere Sätze, die soeben § 52 von 
der Regelfläche, als deren Abart er sich ergab, bewiesen wurden. 

Eine Gerade, die nicht ein Strahl eines Kegels ist, kann 
denselben in nicht mehr als zwei Puncten schneiden. Die 
sämtlichen Strahlen einesKegels werden aus irgend zweien 
als Axen durch projectivische Ebenenbüschel projiciert. 
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Eine Ebene schneidet den Kegel in einem Kegel- 
schnitte, welcher in ein Linienpaar, oder eine Doppel- 
linie zerfällt; sobald die Ebene durch die Spitze des 
Kegels geht« 

Der zweite Teil dieses Satzes, der unmittelbar aus dem ersten 
folgt, läfst sich auch mittelst der Gleichung des Kegels beweisen. 
. Die Gleichung der Regelfläche war 

ffi E^ E2 — E2 J5?j = . 

Die Regelfläche geht in einen Kegel über, sobald sich diese vier 
Ebenen in einem Puncte, also die Axen der beiden Ebenenbtischel 
(iJjJEj) nnd {E^E^) sich schneiden. Die beiden Ebenenbüschel haben 
also dann eine Ebene, die ihrer Axen gemeinsam. Wir wollen an- 
nehmen, dafs diese Ebene, betrachtet als Ebene des ersten Büschels, 
die Ebene i7, = und als Ebene des zweiten die Ebene E^ = sei. 
Es besteht also dann eine Constante w, vermöge welcher 

E2 ^ fiE^ . 

^ Die Gleichung des Kegels hat somit unter diesen Voraussetzungen 

die Form 

mn E^^ — E^E^' = . 

Geht nun eine Ebene E =^0 durch die Spitze des Kegels, so müssen 
drei Constante q^j q^ und q auffindbar sein, durch welche 

wird. 

Die Coordinaten der Puncte, welche dem Kegel ujid dieser Ebene 
gemein sind , müssen somit den beiden vorstechenden Gleichungen ge- 
nügen. Wir können jedoch die eine derselben durch jene ersetzen, 
welche mittelst Elimination der Gröfse E^ gewonnen wird, also durch 

mE, nEi' - E^ (q,E, + q^^^ - ^) = 0, 
oder 

wnJ5;,2 — Q^ E^E^ — Q^E^"^ + EE^ = . 

Verwandeln wir nun den Ausdruck 

mnE'^ — QyE.E^ — Q^E^' 

in das Product 

{pE, + aE2){rE, + 8E2), 
80 nimmt die obige Gleichung die Form an 

Somit gehören alle Puncte, deren Coordinaten dieser Gleichung und 
der Gleichung E = genügen, der Schnittfigur der Ebene und des 
Kegels an. Es sind dies somit die Puncte der Durchschnittslinien der 
Ebene jE? = mit jeder der beiden Ebenen 

pE^-\- qE2 = und rJBi + 8^2 = 0. 
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Je nachdem nun diese beiden Ebenen reell sind, zusammenfallen oder 
imaginär sind, schneidet die Ebene den Kegel in zwei reellen, zwei 
zusammenfallcDden oder zwei imaginären Geraden. 

Die Ebene, welche mit dem Kegel nur einen Strahl gemeinsam 
hat, wird dessen Berührungsebene längs dieses Strahles genannt. 
Jede Gerade, welche in derselben gezogen wird, hat mit dem Kegel 
zwei zusammenfall ende Puncte gemeinsam und wird deshalb eine 
Tangente des Kegels genannt. Die Schnittlinie der Berührungsebene 
mit irgend einer anderen Ebene berührt somit den Kegelschnitt, 
welcher vom Kegel in dieser Ebene ausgeschnitten wird. 

2) Dem eben behandelten Falle,. dafs die Axen der beiden pro- 
jectivischen die Regelfläch« erzeugenden Ebenenbüschel sich schneiden, 
steht nach dem Gesetze der Reciprocität der Fall gegenüber, dafs 
bei der reciproken Erzeugungsweise der Regelschar durch zwei pro- 
jeetivische Punctreihen die Träger derselben in einer Ebene liegen. 
Die Projectionsstrahlen derselben umhüllen dann, wie eben bemerkt 
wurde (§ 53) einen Kegelschnitt. Die Gesamtheit dieser Projections- 
strahlen wird auch oft der Strahlenbüschel der zweiten 
Ordnung genannt. 

Projicieren wir dieses Gebilde aus irgend einem Puncte des 
Raumes, so wird der Kegelschnitt durch einen Kegel, jeder Projec- 
tionsstrahl durch eine Berührungsebene desselben und die beiden 
projectivischen Punctreihen durch zwei projectivische Strahlenbüschel 
projiciert. Die Ebenen, welche je zwei entsprechende Strahlen dieser 
beiden projectivischen Strahlenbüschel verbinden , umhüllen somit 
einen Kegel. Wir gewinnen so den Satz: 

Die Ebenen, welche durch die entsprechenden Strahlen 
zweier projectivischen concentrischen Strahlenbüschel 
bestimmt werden, umhüllen einen Kegel. Die Gesamt- 
heit dieser Ebenen wird ein Ebenenbüschel der zweiten 
Ordnung genannt. 

Es steht dieses Gebilde dem Kegelschnitte reciprok gegenüber. 
Der Ebene des Kegelschnittes entspricht das gemeinsame Centrum 
der beiden Strahlenbüschel, jedem Puncte desselben, als dem Durch- 
schnitte zweier entsprechender Strahlen projectivischer Büschel eine 
der umhüllenden Ebenen, jeder Tangente der Durchschnitt zweier 
nicht benachbarter umhüllenden Ebenen, also ein Strahl des Kegels. 

Auch die Ebenen, welche durch die entsprechenden Elemente 
einer Punctreihe und eines zu ihr projectivischen Strahlbüschels be- 
stimmt werden, bilden offenbar einen solchen Ebenenbüschel der 
zweiten Ordnung. Denn diese Ebenen schneiden die Ebene, welche 
durch den Träger der Punctreihe und den Mittelpunct des Strahlen- 
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büschels gelegt wird, in einem Strahlenbüschel, der zur Punetreihe 
und somit zum ersten Strahlenbüsehel projectivisch ist in Ansehung 
jener Strahlen, die in derselben Ebene liegen. Somit erscheinen diese 
Ebenen als die Verbindungsebenen je zweier entsprechender Strahlen 
zweier concentrischer projectivischer Strahlenbüschel und bilden daher 
einen Ebenenbüschel der zweiten Ordnung. 

§ 55. 
Die perspeotiyiBOhe Lago der einförmigqu Grtmdgebilde. 

Wir gelangten von der Regelschar zum Begriffe des Kegels durch 
die Voraussetzung, dafs die Axen der beiden erzeugenden Ebenen- 
büschel sich schneiden, somit beide Ebenenbüschel eine Ebene ge- 
meinsam hab(3n. Im Allgemeinen werden in dieser Ebene nicht zwei 
entsprechende Ebenenbüschel zusammenfallen und dieser allgemeinere 
Fall war es , der im Vorhergehenden untersucht wurde. Nehmen wir 
nun speciell an, dafs in den beiden projectivischen Ebenenbüscheln 
zwei entsprechende Ebenen zusammenfallen, so erhalten wir als eine 
Abart des Kegels, die Ebene. Fällt etwa die Ebene E^=0 mit 
der Ebene J5,'=0 zusammen^, ist also E^ ^^mE{, so zerfällt die 
Gleichung der Regelfläche 

in das Product 

E^{mE^—mE2) = 

und somit die Regelfläche in die beiden Ebenen 

E^=0 und wEj'— m'^2 = . 

Es stellen sich also diese beiden Ebenen als das Erzeugnis der beiden 
projectivischen Ebenenbüschel dar. Da nun die Ebene JE/^ = 
beiden Ebenenbüscheln gemeinsam ist, so schneiden sich je zwei ent- 
sprechende Ebenen derselben auf der Ebene mE^ — m E^ =» , die 
deshalb auch allein als das Erzeugnis der beiden Ebenenbüschel an- 
gesehen werden kann. 

Die reciproke Betrachtung lehrt, dafs zwei projectivische Punct- 
reihen, in deren gemeinsamen Puncte zwei entsprechende Puncto 
vereinigt liegen, eine in zwei Puncte zerfallende Regelfläche er- 
zeugen. Der eine derselben ist der Schnittpunct der beiden Punct- 
reihen und in dem anderen schneiden sich sämtliche Projections- 
strahlen der beiden Punctreihen. Wir erhalten auf diese Weise die 
•beideu reciproken Sätze: 



Fallen zwei entsprechende 
Ebenen zweier projectivischer 



Sind im Durchschnittspuncte 
zweier projectivischer Punctreihen 
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EbeneDbüschel zusammen , so lie- 
gen die Durchschnittslinien aller 
anderen Paare entsprechender 
Ebenen in einer Ebene. 



zwei entsprechende Puncte ver- 
einigt , so gehen die sämmtlichen 
Projectiousstrahlen derselben durch 
einen Punct. 



Aus diesen beiden Sätzen folgt unmittelbar: 



Liegen zwei projectivische Strah- 
lenbüschel in einer Ebene und sind 
in ihrem gemeinsamen Strahl zwei 
entsprechende Strahlen vereinigt, 
so liegen die Schnittpuncte aller 
anderen Paare entsprechender 
Strahlen in einer Geraden. 



Haben zwei projectivische Strah- 
lenbüschel denselben Mittelpunct 
und sind, in der Schnittlinie ihrer 
Ebenen zwei entsprechende Strah- 
len vereinigt, so schneiden sicli 
die Ebenen, die durch alle anderen 
Paare entsprechender Strahlen be- 
stimmt werden, in einer Geraden. 
Denn projiciert man in dem Satze links die beiden projectivischen 
Strahlenbüschel aus einem Puncte des Raumes, so ist jeder der beiden 
Ebenenbüschel ^ der einen der Strahlen büschel projiciert^ zu diesem 
projectivisch, und somit sind sie unter einander projectivisch. Da nun 
ferner in ihrer gemeinsamen Ebene zwei entsprechende Ebenen vereinigt 
sind^ so schneiden sich die übrigen Paare entsprechender Ebenen in einer 
Ebene und somit die Paare entsprechender Strahlen der beiden 
Strahlenbüschel in der Durchschnittslinie der Ebene der Strahlen- 
büschel mit dieser Ebene. 

Durch die reciproke Betrachtung^ indem man die beiden Strahlen- 
büschel durch eine Ebene schneidet; wird der Satz rechts bewiesen. 
Zwei gleichartige projectivische einförmige Gebilde, in deren ge- 
meinsamen Elemente zwei entsprechende Elemente vereinigt sind, werden 
perspectivisch oder in perspectivischerLage genannt. Sie erzeu- 
gen in dieser Lage stets wieder ein einförmiges Gebilde. Ebenso werden 
zwei ungleichartige projectivische einförmige Grundgebilde, deren 
entsprechende Elemente in einander liegen, perspectivisch oder in 
perspectivischer Lage genannt. 

Diese Lage tritt ein (§ 46) sobald drei Paare entsprechender 
Elemente der beiden Gebilde vereinigt sind. 

§56. 
In einander liegende einförmige projeotivisohe Grandgebilde. 

Während bisher angenommen wurde, dafs nur ein Paar Elemente 
der beiden projectivischen Grundgebilde zusammenfalle, wollen wir 
nun voraussetzen, dafs dieselben zwei Paare gemeinsam haben. Es 
fallen dann offenbar die Träger der beiden Grundgebilde zusammen 
und wir sagen, dafs die einförmigen Gebilde in einander liegen, bei 
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Ebenen- und Strahlenbüscheln aach, dafs sie concentrisch sind. Liegen 
die beiden projectivischen Grundgebilde 

in einander, so können wir, unbeschadet der Allgemeinheit, stets 
annehmen, dafs U' ^nV sei und F^ j??7'+ qV, wodurch die Gleich- 
ung des zweiten Gebildes in 

* mpl 
übergeht. 

Die Gleichung des Erzeugnisses der beiden Grundgebilde 

mUr— J7'F=0 

erhält durch diese Annahmen die Form: 

mpü^ + mqUV'- n F* «= 0. 

Den Ausdruck rechts vom Gleichheitszeichen kann man offenbar in 
das Product zweier nach U und F linearen Factoren zerlegen. Be- 
zeichnen wir das Verhältnis y mit x^ so erhalten wir dieselben , indem 

wir die Gleichung 

mpx^ + ^Q^ — n =» 

in die beiden Wurzelfactoren zerlegen und hierin x '^ y setzen. Der 

Coefficient von F in jedem der beiden linearen Ausdrücke ist somit 
eine Wurzel der Gleichung 

mpz^ — mqx^ — n = , 
daher ist 

X = — ^ — J—, 
mpx 

Somit fällt jedes der beiden Elemente J7 + a;F«=0 mit seinem ent- 
sprechenden in dem Gebilde J7+^±^ F=0 oder ?7'-fmAF'=0 

zusammen. 

Als Erzeugnis zweier in einander liegender gleichartiger Grund- 
gebilde der I. Stufe stellen sich somit zwei Paare zusammenfallender 
entsprechender Elemente der beiden Gebilde dar. Man nennt dieselben 
aus diesem Grunde gemeinschaftliche oder Doppelelemente der 
beiden in einander liegenden Grundgebilde. Da die Bestimmung der- 
selben von einer Gleichung zweiten Grades abhängt, so sind beide reell; 
oder fallen in eines zusammen, oder beide sind imaginär, je nachdem 
die Gleichung zwei reelle oder zwei gleiche oder zwei complexe 
Wurzeln besitzt. 

Liegen zwei gleichartige einförmige projectivische 
Grundgebilde in einander, so fallen zwei Paare entspre- 
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chender Elemente derselben zusammeu^ die entweder reell 
sind, oder sieh in eines vereinigen, oder imaginär sind*). 
Wir sind hier wieder veranlafst, imaginäre Werte der Coefficienten 
und Veränderlichen bei geometrischen Untersuchungen zu berück- 
sichtigen , und wollen wir nicht der Allgemeinheit der Untersuchungen 
und Sätze Eintrag thun, so sind wir, wie wir uns wiederholt über- 
zeugt haben, genötigt dieselben ebenso wie die reellen in die geo- 
metrischen Betrachtungen hineinzuziehen. Haben dieselben zwar kein 
anschauliches Substrat, so können wir doch analytisch mit ihnen 
alle Operationen so durchführen, als hätten wir es mit reellen Ge- 
bilden zu thun. Ja durch Vereinigung verschiedener imaginärer Ele- 
mente können reelle erzeugt werden, deren Bedeutung bei Ausschliefsung 

jener uns verloren ginge. 

§57. 

Die involutorisohe Lage. 

Die Lagebeziehung der Elemente zweier in einander liegenden 
projectivischeu Grundgebilde verdient besondere Beachtung, wenn 
ihre Verwandtschaftsgleichung nach den beiden Parametern symme- 
trisch ist. Dieselbe hat dann die Form 

aXl'+b{l + X') + c^O. 

Da die beiden einförmigen Grundgebilde in einander liegen, so können 
wir die Elemente jedes derselben auf dieselben Elemente ihres ge- 
meinsamen Trägers 17=0 und F=0 als Grundelemente beziehen. 
Die Gleichungen der beiden projectivischeu Grundgebilde seien dann 

U+Xr=0 und J7+rF=0. 

Jedes Element des Trägers können wir nun in zweifacher Weise auf- 
fassen: sowohl als Element des ersten, als auch des zweiten Grund- 
gebildes. Ist a der Parameter, durch den das Element bestimmt 
wird und sehen wir es als Element des ersten Gebildes an, so er- 
halten wir sein entsprechendes im zweiten Gebilde, indem wir aus 
der Verwandtschaftsgleichung das A' berechnen , das zu A = a ge- 
hört. Ist derselbe k'^^^ßy so ergiebt sich wegen der Symmetrie der 
Gleichung bezüglich X und A', für X = ß wieder A'= a. Somit: 

Jedem Elemente des Trägers der beiden in einander 
liegenden projectivischeu Gebilde, magmanesalsElement 
irgend welches der beiden Gebilde betrachten, entspricht 
immereip und dasselbe andere Element des Trägers. 



*) Hieraus folgt unmittelbar, dafs jene Ebene, die durch die Spitze des 
Kegels geht, denselben in zwei reellen, zusammenfallenden oder imaginären 
Strahlen schneidet. Denn dieselben sind die Doppelstrahlen zweier concen- 
trischer Strahlenbüschel. 
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Dies tritt offenbar schon ein, sobald bei zwei in einander liegenden 
projectivischen Grundgebilden ein Paar Elemente existiert, deren 
jedes stets dem anderen entspricht, mag man es als Element des 
einen oder anderen Gebildes betrachten. Denn ist 

die Yerwandtschaftsgleichung der beiden Gebilde , so existieren dem- 
nach zwei Werte A und A', welche gleichzeitig den beiden Gleichungen 
genügen 

was nur für b ^= c möglich ist. 

Also: Liegen zwei projectivische einförmige Grund- 
gebilde in einander und entspricht einem bestimmten 
Elemente ihres Trägers stets ein und dasselbe andere, so 
entspricht jedem Elemente desselben, mag es als Element 
irgend welches der beiden Grundgebilde angesehen wer- 
den, ein und dasselbe andere Element*). 

Zwei in einander liegende projectivische Grundgebilde ^ deren 
Elemente derart gepaart erscheinen, werden involutorische Ge- 
bilde oder in in volu torischer Lage genannt. Die einander ent- 
sprechenden Elemente heifsen conjugiert involutorische Ele- 
mente. Zur Bestimmung ihrer Doppelelemente erhalten wir die 

Gleichung 

aP + 2bX + c = 0. 

Je nachdem dieselbe zwei reelle, gleiche oder imaginäre Wurzeln 
besitzt, sind die Doppelelemente reell, fallen zusammen oder sind 
imaginär. 

Wir können diese Gleichung benutzen, um in der Gleichung der 
Involution die Verhältnisse der drei Gröfsen a, b und c durch die 
Parameter der Doppelelemente auszudrücken. Sind etwa Aj und A2 
die Wurzeln der obigen Gleichung, so ist 

• ^1 + ^2 = ö" ' ^* ^2 =* 5^ 

und die Gleichung (1.) geht somit über in 

n'- (A', -f A2) (A + A') + A, A^ = 0. 

Dieselbe lehrt: Je zwei conjugierte Elemente der Involution 
werden durch deren Doppelelemente harmonisch getrennt. 



*) Hieraus folgt , dafs zwei in einander liegende projectivische Panctreihen 
involutorisch liegen, wenn ihre Gegenpuncte zusammenfallen. Und umgekehrt: 
Zwei projectivische Ebenen- oder Strablenbüschel, wenn die ungleichnamigen 
Elemente ihrer entsprechenden rechten Winkel zusammenfallen. Und umgekehrt. 



\ 
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Denn dieselbe ist identisch mit 

Da die Gleichung der Involution blos zwei Constante hat, das Ver- 
hältnis zweier der Gröfsen a, 6, c zur dritten, so folgt: 

Die Involution ist bestimmt, sobald zwei Paare con- 
jugierter Elemente derselben gegeben sind. 

Zwei involutorische Gebilde der I. Stufe fallen zu- 
sammen, wenn sie zwei Pa^re conjugierter Elemente ge- 
meinsam haben. 

§58. 

Fortsetzung. 

Wir können die Involution auch durch eine quadratische Gleichung 
darstellen, deren einzelne Goefficienten von einem Parameter ab- 
hängen und deren Wurzeln für jeden Wert des Parameters ein con- 
j agiertes Elementepaar bestimmen. 

Setzen wir nämlich, wenn A und A' die Parameter zweier con- 
jugierten Elemente bedeuten, 

AA'=|), A + A'=(y, 

so sind A -j- A' die Wurzeln der Gleichung 

g^-<yS + l> = 0. (2.) 

A und A' erfüllen aber auch die Involutionsgleichung, es ist also 

ap + ha + c = 0, (3.) 

Zu je zwei Werten von p und 6, welche dieser Gleichung genügen, 
liefert die quadratische Gleichung in § das zugehörige Elementepaar. 
Wir können somit eine der Gröfsen p oder ö stets willkürlich wählen, 
die Substitution der anderen aus Gleichung (3.) in (2.) giebt dann 
die Gleichung zur Bestimmung des Elementepaares. Eliminieren 
wir daher etwa p aus diesen beiden Gleichungen, so sind die Wurzeln 
der hieraus resultierenden Gleichung 

in welcher also a eine willkürliche Gröfse ist, stets die Parameter 
zweier conjugierter Elemente der Involution. 

Es läfst sich nun leicht zeigen, dafs die Wurzeln der Gleichung 

ax'^ + bx + c + k (ax^ + Vx + c) = 0, 

in der die willkürliche Gröfse A alle Werte von — oo bis + ^^o durch- 
läuft, die Parameter der conjugierten Elementepaare einer Invo- 
lution darstellen. Denn sind [i und ft' die Wurzeln derselben, so ist 

, / b + h'X , c-Y^^"^ 
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Hieraus ergiebt sich durch Elimination des A, dafs ^ und fi durch 
die Gleichung zusammenhängen 

{ab' — ab) fift'+ (a'c — ac) ((* + (i) -j- {Vc — bc) «= 0. 

Da dieselbe nach (i und fi linear und symmetrisch ist; so ist sie die 
Gleichung einer Involution. Jedem Werte des X gehört ein Elemente- 
paar der Involution zu. Dieses Eiementepaar fällt in eines zusammen 
und wir erhalten ein Doppelelement der Involution, sobald die beiden 
Wurzeln der Gleichung einander gleich werden, sobald also l Werte 
annimmt, für welche die Discriminante der Gleichung verschwindet. 
Dieselben sind somit die Wurzeln der nach X quadratischen Gleichung 

(b + Xby — 4 (c + kc) (a + Xa) — 

und wir sehen hiermit wieder unsere frQhere Bemerkung bestätigt; 
dafs eine Involution zwei Doppelelemente besitzt. 

Anmerkung. Diese Darstellungsweise der Involution zeigt un- 
mittelbar die Möglichkeit ihren Begriff zu verallgemeinern. Danach 
wird man unter einer Involution n*®" Grades den Inbegriff der Puncte- 
gruppen verstehen, welche sich aus a«** -|- A&ar* = 0, — wo a«'* und b^^ 
Polynome n***" Grades nach x sind — ergeben, wenn der Parameter 
X alle Werte von — oo bis + cx) durchläuft. Die Parameter der 
Doppelelemente der Involution sind wieder die Wurzeln der Discri- 
minante des Ausdruckes nach X. 

§59. 

Mit den bisher betrachteten Gebilden ist der Kreis der Gebilde 
abgeschlofsen, welche durch zwei projectivische einförmige Grund- 
gebilde erzeugt werden können, wovon uns ein kurzer Rückblick 
überzeugen wird. Von den möglichen Zusammenstellungen zu zweien, 
die wir aus den Grundgebilden : Ebenenbüschel, Strahlenbüschel und 
Punctreihe bilden können, haben wir zunächst das Erzeugnis zweier 
projectivischer Ebenenbüschel behandelt, das sich als identisch mit 
dem Erzeugnis zweier projectivischer Punctreihen erwies. Von den 
anderweitigen Zusammenstellungen bestimmen offenbar nur bei zwei 
concentrischen projecti vischen Strahlenbüschel im Baume, einer Punct- 
reihe und einem zu ihr projecti vischen Strahlenbüschel, femer einem 
Ebenenbüschel und einem zu ihm projectivischen Strahlenbüschel, die 
entsprechenden Elemente eine unendliche Anzahl neuer Elemente 
und können somit zur Entstehung neuer Gebilde — aufser Punct und 
Ebene — Veranlassung geben. Als diese Gebilde ergab sich der 
Ebeneubüschel der zweiten Ordnung, während das Erzeugnis eines 
Strahlenbüschels und eines zu ihm projectivischen Ebenenbüschels zu 
einem bekannten ebenen Gebilde, dem Kegelschnitte, führte. 
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Die letzte noch unberücksichtigte Za«ammenstellung ist der Ebenen- 
büschel und eine zu ihm projectivische Punctreihe. Bei derselben 
entfällt offenbar die Frage nach dem Erzeugnis der beiden Gebilde 
und wir können sie nur ersetzen durch die nach der Incidenz ent- 
sprechender Elemente. 

Da nun der Ebenenbüschel auf dem Träger der Punctreihe eine 
zu dieser projectivische Punctreihe projiciert, so liegen die Puncte, 
welche Doppelpuncte dieser beiden Punctreihen sind (§ 56) in den 
entsprechenden Ebenen des Ebenenbüschels. 

Ein Ebenenbüschel und eine zu ihm projectivische Punctreihe 
haben zwei Paare incidenter entsprechender Elemente. 

§ 60. 
Übungen. 

1) Die Mitte der beiden Doppelpuncte zweier in einander lie- 
gender projectivischer Punctreihen ist die Mitte der Gegenpuncte der 
beiden Punctreihen. 

Anl. Ergiebt sich unmittelbar aus § 46 Aufgabe 1. 

2) Die (Serade, welche den Winkel der beiden Doppelstrahlen 
zweier concentrischer projectivischer Strahlenbüschel halbiert, halbiert 
auch den von ungleichnamigen Schenkeln der beiden entsprechenden 
rechten Winkel gebildeten Winkel. 

Anl. § 46 Aufgabe 2. 

3) Sind Äwei projectivisdie Punctreihen iavolutorisch , so fallen 
ihre Gegenpuncte zusammen. Bezeichnet jnan diesen Punct, den 
Oentralpunct der Involution, mit 0, und mit X und X' irgend ein 
Fqxüc conjugiert involutorischer Pmncte, so ist 

OX . ÖZ'= Const. 

Und umgekehrt: Sind die Puncte einer Geraden einander derart paar- 
weise zugeordnet, dafs sie dieser Relation genügen, so bilden sie 
eine Involution, deoren Oentralpunct iaL 

4) Ssndzwei projectdvische Ebenenbüschel involutorisch, so fallen 
die nicht ^entsprechenden Schenkel der beiden entsprechenden rechten 
Winkel zusammen ; bezeichnet man irgend einen derselben mit r und 
mit i und §' irgend ein Paar congujiert involutorische Ebenen , so ist 

tan rg tan (?§'= Const. 

Und umgekehrt : Sind die Ebenen eines Ebenenbüschels einaii»der 
derart paarweise zugeordnet, dafs sie dieser Relation genügen, so 
bilden sie eine Involution. 



§ 60. ÜbuDgen. 
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5) Welche Bedingungsgleichung müssen die Parameter dreier 
Elementenpaare erfüllen, damit sie derselben Involution angeboren? 

Anl. Sind If, X/; If, V; *^st V ^^^ Parameter dieser Elementenpaarei 
so ist die gesuchte Bedingongsgleichung 

hli\ (ii + V), 1 

^fV. {it + if), 1 

Durch Umformung dieser Determinante läfst sich die gesachte Bedingungs- 
gleichung in verschiedenen Formen darstellen. Multipliciert man diese Deter- 
minante mit 

iA Z,«. X,o 

- (^1 - ^t) (^f - ^s) (^. - ^t) » 



0. 






il«, V, ^r« 



80 ergiebt sich: 

Da nun J ungeändert bleibt, wenn man darin Ii mit Z/, oder l^ mit Xf\ oder 
As mit Zg' vertauscht, so ergeben sich aus dieser Formel drei weitere Formeln. 
Wird die Determinante J mit 



(X,-V)ai'~m)(m-i,) 



multipliciert, so findet man 

(if ~ h) (A| - ^1 (h- is) W- V) 

~ (Ai - is) (^1 - ^s') (Ai'- A.) (Ai'- V) = , 
aus welcher Formel sich zwei weitere durch Yertauschung der Indices 1 und 2 
oder 1 und 3 ergeben. 



m», 


1.*. 


i.'» 


m<. 


1.', 


V 


«», 


Ii*, 


V» 



6) Drehen sich n Seiten eines 
veränderlichen n-Seits um n feste 
Gerade , während (w — 1) Kanten 
desselben sich auf (w — 1) festen 
Ebenen des durch das n-Seit ge- 
gebenen Strahlenbündels bewegen, 
so beschreibt die n^^ Kante eine 
Eegelfläche oder eine Ebene, 
wenn die n festen Geraden in 
einer Ebene liegen. 



Bewegen sich die n Kanten 
eines veränderlichen n-Kants in n 
festen Ebenen , während (w — 1) 
Seiten desselben sich um n — l 
Strahlen des durch das n-Kant 
gegebenen Strahlenbündels drehen, 
so umhüllt die n^® Seite entweder 
eine Kegelfläche (Ebenenbüschel 
der zweiten Ordnung), oder einen 
Punct , wenn die n festen Ebenen 



sich in einer Geraden schneiden. 

7) Eine Ebene dreht sich um eine feste Gerade und ihre jedes- 
maligen Durchschnittslinien mit zwei festen Ebenen werden mit einem 
Puncte durch Ebenen verbunden; welche Fläche bilden die Durch- 
schnittslimen aller dieser Ebenenpaare? 

Wie lautet der reciproke Satz? 
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8) Von den Puncten einer Punctreihe werden auf die entspre- 
chenden Ebenen eines zur Punctreihe projectivischen Ebenenbüschels 
Senkrechte gefällt; zu zeigen, dafs dieselben eine Begelschar bilden. 

Anl. Man zeige, dafs diese Senkrechten die unendlich ferne Ebene in 
einer zur gegebenen projectivischen Punctreihe schneiden. 

9) Durch jeden Punct einer Punctreihe wird eine Parallele zu 
seinem entsprechenden Strahle eines projectivischen Strahlenbuschels 
gezogen; welche Fläche bilden diese Parallelen? 

Anl. wie 8. 

10) Werden auf eine Regelfläche in den sämmtlicheu Puncten 
eines in ihr gelegenen Strahles Normalen, d. h. eine Senkrechte 
auf die Berührungsebenen des betreflfenden Punctes errichtet, so 
bilden dieselben eine Begelschaar. 

Anl. folgt mittelst 8. 

11) Zieht man durch einen Punct zu sämmtlichen Strahlen einer 
Regelschaar Parallele, so bilden diese Geraden einen Kegel oder 
eine Ebene. 

Anl. Ergiebt sich aus § 53 angewandt auf die unendlich ferne Ebene 
als Schnitt- oder Berührungsebene der Begelfläche. Eine Begelfläche, welche 
die unendlich ferne Ebene schneidet, wird einfaches Hyperboloid, welche 
sie berührt, hyperbolisches Faraboloid genannt. 

12) In welchen Gurren der zweiten Ordnung kann ein einfaches 
Hyperboloid, oder ein hyperbolisches Paraboloid geschnitten werden? 



Neuntes Oapitel. 

Projectiyische Verwandtschaft zwischen den Grandgebilden der 

zweiten Stnfe. 

§ 61. 

Auch die Elemente zweier Grandgebilde der zweiten Stufe können 
wir in mannigfache Beziehung zu einander setzen, indem wir die 
Parameter, welche in den Gleichungen dieser Grundgebilde auftreten, 
durch ein oder zwei Gleichungen mit einander verbinden. Wir wollen 
nun zunächst den Fall in Betracht ziehen, dafs diese Gleichungen 
linear seien; aber auch hier werden wir bei der Verbindung der 
Parameter durch zwei Gleichungen, falls wir eine eindeutige Be- 
ziehung zwischen den Elementen der beiden Grundgebilde herstellen 
wollen, die Form derselben einer gewissen Beschränkung unterwerfen 
müssen. 

Es seien 

KÜ,+KU^ + hU^ = und hV, + Tc^V^ + h^V^^O {\.) 

die beiden Grundgebilde. Die Elemente des ersten Qrundgebildes , die 
durch die Wertgruppen A, , Aj, A3 bestimmt werden , sollen dessen U- 
Elemente, und analog die Elemente des zweiten Grundgebildes , welche 
den Wertgruppen Ä|, Äj, \ entsprechen, dessen F- Elemente der 
Kürze halber genannt werden. Wir wollen nun die Beziehung erörtern, 
in welche die Elemente der beiden Grundgebilde treten, wenn deren 
Parameter durch eine nach denselben lineare Gleichung mit einander 
verbunden werden. Dieselbe werde repräsentiert durch 

(aji A^ + «12^2 "T ^13^3) "'I "f" (^21^1 "f" 0^22^2 ~r ^23^3) ^2 /o \ 
I (^31^1 1 0^32^2 + 0^33 A3) A3 ^ 27 (lfi9^iikv = , 

wo also fi und v alle Werte von 1 bis 3 annehmen. 

Eine Wertgruppe von Aj, Aj, A3 oder Äj, fcj, Ic^ bestimmt hier- 
nach nicht wieder eine Wertgruppe der Parameter des anderen Grund- 
gebildes, sondern stellt blos eine lineare Belation zwischen denselben 
her. Vermöge derselben können wir nun eines der Verhältoisse der 
drei Parameter des anderen Grundgebildes aus dessen Gleichung 
eliminieren und es erübrigt dann eine Gleichung, die zwei Parameter 
in homogener Weise enthält. Es bestimmt somit ein J7- Element des 
ersten oder F- Element des zweiten Grundgebildes im anderen Grund- 
gebilde nicht wieder resp. ein F- oder ?7- Element, sondern ein ein- 

Escberioh, Einleitungr i. d. anal. Geom. d. Baam. 12 
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formiges Grundgebilde. Auf diese Weise erhalten wir, dafs das 
ET- Element mit den Parametern Aj, Aj, A3 

im anderen Grundgebilde der zweiten Stufe ein einförmiges Grund- 
gebilde bestimmt, welches die Gerade 

^^iih ^^2i^i ^Hih ,0 X 

1 ^^ 1 1 (3.) 

F, F, — F3 ' 

wo i alle Werte von 1 bis 3 zu durchlaufen hat, zum Träger besitzt; 
und dafs das F- Element 

Äj Fj -f- ^2 ^2 "T ^3 ^3 ^^ ^ 
des zweiten Grundgebildes im ersten Grundgebilde der zweiten Stufe 
ein einförmiges Grundgebilde bestimmt, dessen Träger die Gerade ist: 



Sa^^kf 



2; «,2 ^i 



^^izh 



- - (4.) 

U, U, ü. 

Die Gerade, welche durch ein ?7- Element des ersten oder F- Element 
des zweiten Grundgebildes im anderen Grundgebilde bestimmt wird, 
wollen wir das dem betreffenden Elemente entsprechende Element 
der Verwandtschaft nennen, welche durch die Gleichung (2.) zwischen 
den beiden Grundgebilden hergestellt wurde. 

Erst durch die Angabe der Wertgruppen zweier U- oder F- Ele- 
mente können wir aus der Verwandtschaftsgleichung die Verhältnisse 
der Parameter eines Elementes des anderen Grundgebildes berechnen. 
Es bestimmen also zwei C/- Elemente des ersten oder zwei F- Ele- 
mente des zweiten Grundgebildes respective ein F- oder ?7- Element im 
anderen Grundgebilde. Die beiden Z7- Elemente des ersten Systems 

bestimmen im zweiten Grundgebilde ein F- Element, dessen Gleichung 
wir durch Elimination der k^, h^^ \ aus den drei Gleichungen 

^1 Fj + Äj ^2 "1 ^3 ^3 '^^ ^ ) 



Jc^Uaii^'i -{- Tc^^^üa^'i -f" Tc^UaziK = 



(6.) 



erhalten. Wir finden hiernach als Gleichung des gesuchten Elementes 

^1 > ^2 ; 's 

2j Q/i i Ai , ^(l2 i Aj ) ^^3 i A^* 



^ dl i Aiy ^ ^^2 1 A,* , ^(Zsi Ai 



= 0. 



(70 



Die beiden F-Elemente des zweiten Grundgebildes: 



§ 61. 
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Z;,F, +Ä;,Fj + fc3F3 = und Ic^'V, +k^'V, -^ h,'T,^0 (8.) 

bestimmen analog im ersten Grundgebilde ein Element; dessen Gleich- 
ung wir durch Elimination von X^, Aj; A3 aus den drei Gleichungen 

A, Zlüiiki -f- Aj 2^012^1' "f- ^^üi^hi =5 

• • • 

erhalten. Wir finden so als Gleichung des gesuchten ?7- Elementes : 

2]ai 1 hi , 2Jai % hi , San Jb,* 

« • • 

• » f 



= 0. 



(10.) 



Jedem dieser Elemente (7.) und (10.) entspricht, wie sich leicht zeigen 
läfst, im anderen Grundgebilde die Gerade, welche respective durch 
die beiden Elemente (5.) und (8.) bestimmt wird. Denn die Gerade, 
welche durch das Element (6.) 

bestimmt wird, ist der Träger des einförmigen Grundgebildes, das 
durch das Gleichungssystem 

P,J7, + P2Ü2 + 93^73 = 1 

p, Zanh + Q^i:an'ki+ Q^Züish = Of (^^0 

i i i J 

repräsentiert wird. Dafs die beiden Elemente (5.) diesem einförmigen 
Grundgebilde angehören, ersehen wir sofort, wenn wir der letzten 
Gleichung in (11.) die Form geben 

ft • • 

t » » 

Denn die Wertsysteme 

(>i = A) , ^2 = Aj , C>3 = A3 

Pl ""^ ^I > Q2 '^ ^2 7 93"°^ ^3 

genügen offenbar nach den beiden letzten Gleichungen in (6.) dieser 
Gleichung, und es entspricht somit dem Elemente (7.) im anderen 
Grundgebilde der zweiten Stufe die durch die Elemente (6.*) bestimmte 
Gerade. Aus Gleichung (7.) können wir noch eine weitere Folgerung 
ziehen, wenn wir dieselbe nach den Elementen ihrer letzten Zeile 
entwickeln: /2:ai^Aa /FjZJag.A, — r^2Ja3ili\ 

— fUoifi l'fÄ f Fj Sa^i A| — F3 27«! i AA 

+ rSa^^ A;\ / F, Ea2i A» — F^ 2:ai » AA = . 

12* 
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Wir ersehen hieraus, dafs die Gerade 

Sa^iX. SaafXf 2an.X. 

i ^' * _ * ^* ' i ^* * (11.) 

F, - F, " F3 
und durch Entwickelung der Determinante in (7.) nach den Elementen 
der zweiten Zeile, dafs die Gerade 

2d€i-% i Xt 2Li (Ha j Xj ^CLa 1 Xj 

• ^* * • ^* ' • ^* • (12.) 



V, V, F. 

ein Träger des Elementes (7.) ist. Die Gerade (11.) ist aber das 
dem Elemente U^X^ + ^72^2+ f^sAg =0 und die Gerade (12.) das 
dem Elemente ?7iA,'+ Ü2^2'\~ ^3^=^ entsprechende Element des 
anderen Grundgebildes. Das Element (7.) hinwiederum ist das der 
durch die beiden Elemente (5.) bestimmten Geraden entsprechende 
Element der Verwandtschaft; da wir dieselben Überlegungen an den 
Gleichungen (8.), (9.) und (10.) wiederholen lassen, so erhalten wir 
den Satz: 

„Die durch die Gleichung (2.) zwischen den Elementen der 
beiden Grundgebilde der zweiten Stufe hergestellte Beziehung ist 
derart, dafs jedem f/- Elemente des fersten oder F- Elemente des 
zweiten Grundgebildes im anderen Grundgebilde eine Gerade ent- 
spricht, und dafs jedem Elemente, welches von derselben getragen 
wird, eine Gerade entspricht, welche das der ersten Geraden ent- 
sprechende Element trägf . 

Offenbar gilt auch die ümkehrung: 

Sind die Elemente zweier Grundgebilde der zweiten Stufe 

^if^i + '^2^2 + ^3^3 = "iid \V^ + Tc^V^ + 1^7^ = 

einander derart zugewiesen, dafs jedem U- Elemente des ersten oder 
F- Elemente des zweiten Grundgebildes im anderen Grundgebilde eine 
Gerade entspricht, so sind die Parameter der Grundgebilde durch 
eine nach denselben lineare Gleichung mit einander verknüpft; denn 
die Gleichung, welche die Parameter der beiden Grundgebilde ver- 
bindet, mufs für jede bestimmte Wertgruppe Aj, Aj, A^ eine lineare 
Relation zwischen Ä,, Äj, A3 und für jede Wertgruppe Ä, , h^, Ic^ eine 
lineare Relation zwischen Aj, Aj, A3 ergeben. 

2. Zu denselben Ergebnissen gelangen wir durch die folgende Be- 
trachtung, der wir wieder die beiden ?7- Elemente des ersten Grund- 
gebildes 

Aj U^ + XJJ^ + A3Z73 = und A,'£7, + A/Pj + A/tTg = (5.) 

zu Grunde legen wollen. Diese beiden Elemente bestimmen eine 
Gerade, und jedes ?7- Element unseres Grundgebildes, das von dieser 
Geraden getragen wird, mufs eine Gleichung von der Form haben 
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(i, + pV) U^ + (A. + P V) ü^ + (^3 + P V) 1^3 - , (13.) 
wo p eine bestimmte Constante ist § 38. Diesem Elemente entspricht 
nun im anderen Grandgebilde die Gerade 

welche wir auch durch die beiden Gleichungen 

i i ] 

darstellen kouDen. Diese beiden Gleichungen stellen, wenn wir q als 
Parameter ansehen , zwei projectivische einförmige Grundgebilde dar, 
die zu dem einförmigen Grundgebilde (13.) projectivisch sind. Es 
wird also die Gerade, welche einem CT- Elemente des einförmigen 
Grundgebildes (13.) in unserer Verwandtschaft entspricht, bestimmt 
durch die eutsprechenden Elemente in den beiden zu ihm projecti- 
vischen einförmigen Grundgebilde (14.). Diese erzeugen aber, wie die 
Elimination des q lehrt, das einförmige Grundgebilde 

Fj E {q^i 03/4 — «2/* Ö3i) (A,- A/ — Xf^ Xi ) 

— V^E (flu a^n — aifi Ozi) {XiXfj! — Xfs, A/) 

— V^Z{au aifi — Oifi au) {XiXf^' — A^ A/) = 0, 

wo stets i > (i und i, (i alle Werte von 1 bis 3 durchlaufen. Setzen 
wir hierin der Kürze halber (A,A^' — A^ A/) «= Z<,^ und hat -4,* die 
frühere Bedeutung, so erhalten wir als Gleichung des einförmigen 
Grandgebildes 

M (-^13-^12 "f" -^12 -^13 "1" -^11-^23) 
+ ^2 (^32^2 + ^2^13 + ^12-^23) (15-) 

+ ^3 (-^33-^12 + -^32-^13 + -^31-^23) "= . 

Beschreibt demnach ein CT- Element die Gerade, welche durch die 
beiden Elemente (5.) bestimmt wird, so beschreibt seine entspre- 
chende Gerade einen Strahlenbüschel, der von dem Elemente (15.) 
getragen wird. 

Suchen wir nun umgekehrt zu diesem F- Elemente des zweiten 
Grundgebildes die entsprechende Gerade im ersten Grundgebilde, so 
finden wir deren Gleichungen, wenn wir in (4.) für 

Jc^: Ay^L^ 4" -^12-^13 "r -^ii-^23> ^2« -^32-^12 r -^22-^13 1 -^12-^23 
und A3: -^33X12 + -^32^13 + -^31-^23 setzen. Wir erhalten so: 

ii = -^ = -^ 

I/„ Xi3 I/,2 
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hieraus geht aber hervor, dafs diese Gerade jedes der beiden Elemente 
(5.) trägt, da sie identisch ist mit der Geraden, welche von dem- 
selben bestimmt wird, wie die Berechnung der Verhältnis^ ü^iXJ^' U^ 
aus (5.) lehrt. Dies ist aber der Inhalt des obigen Satzes, dem wir 
wegen der eindeutigen Beziehung, welche zwischen den Elementen 
der beiden Grundgebilde der zweiten Stufe hergestellt wurde, auch 
die folgende Fassung geben können: 

Beschreibt ein CT- Element des ersten oder ein F-Element des 
zweiten Grundgebildes ein einförmiges Grundgebilde, so beschreibt 
die entsprechende Gerade im anderen Grundgebilde ein zu diesem 
projectivisches einförmiges Grundgebilde.*' 

3) Die Verwandtschaftsgleichung enthält in homogener Weise 
neun Constante und ist somit gegeben, sobald die Verhältnisse von 
acht derselben zur neunten bekannt sind. Eine Gerade nun, z. B. des 
ersten Grundgebildes wird durch ein Gleichungssystem von der Form 

-4| -^2 -^8 

repräsentiert, und soll sie daher dem Elemente des zweiten Grund- 
gebildes entsprechen, das durch die Parameter Ä, , Äj, ^^3 bestimmt 
wird, so mufs demnach sein 

Ä^ : A2 : Ä^ = Zaa Jci : 2Jai2 h : Uats ki, 

wodurch zwei lineare homogene Relationen zwischen den neun Con- 
stanten a hergestellt werden. Es liefert also jedes Paar entsprechender 
Elemente unserer Verwandtschaft zwei lineare homogene Relationen 
zwischen den neun Ccustanten der Verwandtschaftsgleichung. Die- 
selben sind also bestimmt, sobald vier Paare entsprechender Elemente 
der Verwandtschaft gegeben sind. 

§. 62. 

1) Sind die Parameter der beiden Grundgebilde der zweiten Stufe 

Ai Ui + L^ f72 + A3 CTa = und lc^ Fj + k^V^ + Ä3F3 = 

durch zwei lineare Gleichungen mit einander verknüpft, so werden 
durch dieselben allerdings die CT-Elemente des ersten und die F-Ele- 
mente des zweiten Grundgebildes einander eindeutig zugeordnet, aber 
im Allgemeinen werden hierdurch noch nicht den Z7-Elementen des 
ersten oder F-Elementen des zweiten Grundgebildes, welche von 
einer Geraden getragen werden, respective F- oder C7-Elemente des 
anderen Grundgebildes zugewiesen, die ebenfalls eine Gerade zum 
Träger besitzen. Denn wie unmittelbar ersichtlich ist, genügen die 
Parameter aller [/-Elemente des ersten oder F-Elemente des zweiten 
Grundgebildes, die von einer Geraden getragen werden, einer be- 
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stimmten linearen Relation, und umgekehrt, alle {/-Elemente des 
ersten oder F-Elemente des zweiten Grundgebildes, deren Parameter 
eine lineare Relation befriedigen, bestimmen eine Gerade. Sind 
nämlich etwa 

^lU^ + ljU^ + X^U^^O und A/C/i + VZ72 + A3'?73 = 

zwei Z7- Elemente des ersten Grundgebildes, so wird die Gleichung 
jedes {7-Elementes der Geraden, die durch diese beiden Elemente be- 
stimmt ist, 

«1 U^ + CC2U2 + cc^U^ = , 

sich vermöge zweier Constante fi und ft' auf die Form bringen lassen : 
(fiX, + ^'A/) U, + iiil, + ^' V) U, + (ft A3 + (1%') £^3 = . 

Es mufs daher 

«1 : «3 : «3 = (^A, + /i'Aj') : (ftA^ + fi'A/) : (fiAa + /i'Ag'), 

woraus sich zwischen a^ a^ und «3 die lineare Relation ergiebt 
a, (A2A3'— A3A2') + «2 (A3A1'— Ag'Aj) + «3 (Aj Aj'— AjA/) = . 

Umgekehrt liegen die [J- Elemente, deren Parameter der linearen 
Relation 

«1^1 + «2^2 + «3^3 = ^ 
genügen, in der Geraden 

^ = -^« = ^. 

«1 «t «'s 

Sollen daher den 17- Elementen des ersten oder F- Elementen des 
zweiten Grundgebildes, die von einer Geraden getragen werden, re- 
spective F-Elemente des zweiten oder ?7-Elemente des ersten Grund- 
gebildes zugeordnet werden, welche wieder in einer Geraden liegen, 
so mufs jede lineare Verbindung zwischen den Parametern des einen 
Grundgebildes — vermöge der beiden Relationen, welche die Para- 
meter der beiden Grundgebilde mit einander verknüpfen, — wieder eine 
lineare Verbindung zwischen den Parametern des anderen Grund- 
gebildes nach sich ziehen. Ist also «i^i + a2'''2 + "3^3 = ö 0^^® 
derartige lineare Verbindung zwischen den Parametern des einen 

Grandgebildes, so müssen die Ausdrücke für r^ und ^, welche sich 

aus den beiden Relationen zwischen den Parametern der beiden Systeme 
ergeben, diese Verbindung wieder in eine nach Aj, Aj, A3 lineare 
überführen. Dies ist aber offenbar nur möglich, wenn Zähler und 
Nenner jedes dieser Ausdrücke nach A,, A^, A3 blofs linear ist und 
überdies die Nenner gleich sind. Also haben diese beiden Relationen 
— die Verwandtschaftsgleichungen — die Form 
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^8 ^81 ^1 4" ^8« ^2 + *«8 ^8 

^ ^21 ^1 " r ^22 ^ 2 H" *^28^S ^ 

^8 «81^1 + «32^2 + «88^8 

Mittelst eines Proportionalitätsfactors q können wir dieselben durch 
die drei Gleichungen ersetzen 

9AJ3 = «34 Aj -j- »32^2 + ^33^3 ' 

Aus den obigen Gleichungen ergiebt sich, wenn mit Aa die Sub- 
determinante des Elementes a^.^ der Determinante -2^+^11 «22 ^33 ^®" 
zeichnet wird, 

^^i =* -^11^1 H" -^21^2 ~h -^31 '''3] 

(JAj = .412^1 + -0-22^2 + -^32 A3 J • (2.) 

Öl^=s -4,3^1 + -423^2 4" -^33^3/ 

Dem Elemente Aj, A2, A3 des ersten Grundgebildes entspricht also 
im zweiten Grundgebilde das Element 

(«u^i + «i2'^2 + «13^3) ^\ 
+ (%i^i + «22^2 + 0^23^3) ^2 (3.) 

+ Kl^l + «22^2 + «33^3) 1^3 = 

und dem Elemente Jc^, Tc^^ k.^ des zweiten Grundgebildes ist das 

(-^11^1 ~f" -^2i'''2 4" -^31^3) ^1 
+ (A2*i + ^22*1 + ^3*3) ^2 (4.) 

+ (-4,3^1 + -^23"'2 4" -^33^3) f^3 = 

im ersten Grundgebilde zugewiesen. 

Alle ?7- Elemente des ersten Grundgebildes ^ deren Parameter einer 

linearen Relation -,,,,-, ^v ,r^ v 

«1 ^1 + «^2 ^2 + ^3 h = (5.) 

genügen, werden von der Geraden 

Ei = E^ = E? 

ofi of, a, 

getragen. Die entsprechenden F-Elemente des zweiten Grundgebildes 
werden aus der Gleichung 

i i i 

durch Substitution der jeweiligen Werte für A, , A2 und A3 erhalten. 

Da aber Aj , Aj und A3 der Gleichung (5.) genügen müssen, so liegen 

alle diese F-Elemente in der Geraden^ deren Gleichungen sind: 

Za.^V, 2a,^V, 2a,^V, 
t « « 

a, «2 «^ ' 
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oder Vj ^ _J^_ ^ F._ 

£A^.a. ^^2i"i ^-^di^i 

In derselben Weise finden wir, dals den F- Elementen der Geraden 
des zweiten Grundgebildes, welche durch die lineare Relation 

zwischen dessen Parametern bestimmt wird, im ersten Grundgebilde 
27- Elemente zugewiesen sind, welche von der Geraden 

•?-^l|F,- ^^i^i ^^Si^i 

t f t 

ßi 9t ß» 

getragen werden. Also: 

„Den 27- Elementen des ersten oder F- Elementen des zweiten 
Grundgebildes, welche von einer Geraden getragen werden, entsprechen 
im anderen Grundgebilde bezüglich F- oder J7-Elemente, welche 
ebenfalls eine Gerade zum Träger besitzen. Zwei einander derartig 
zugeordnete Gerade der beiden Grundgebilde sollen einander ent- 
sprechende Gerade genannt werden/' 

Zu demselben Ergebnisse gelangen wir auch in folgender Weise, 
wobei wir von zwei {7-Elementen des ersten Grundgebildes, deren 
Parameter bezüglich A,, X2', A3 und A/, X^, ^z ^^^^^) ausgehen wollen. 
Bezeichnen wir der Kürze halber ihre Gleichungen mit P = und 
§ = und die Gleichungen der entsprechenden F- Elemente bezüglich 
mit P'= und ^'=s , so entspricht dem ?7-Elemente 

das F-Element P'+ /i ö'= 0. Denn das O'- Element P + (iQ = 
besitzt die Parameter Aj + /iA/; Aj -j- ftAj'; A3 + f^^a» deren Sub- 
stitution in (3) als Gleichung des entsprechenden F-Elementes 

I 

I ergiebt. Somit wird das F-Element, welches einem 27-Elemente ent- 

spricht, das von der Geraden getragen wird, die durch die beiden 
[7-EIemente P und Q bestimmt wird, von der Geraden getragen, 
welche durch die entsprechenden F-Elemente P' und Q' getragen wird. 

„Die durch die beiden Gleichungen (1) hergestellte Beziehung 
zwischen den Elementen der beiden Grundgebilde ist also eine ein- 
deutige: Jedem 27- Elemente des ersten oder F-Elemente des zweiten 
Grundgebildes entspricht im anderen bezüglich ein F- oder ZT-Ele- 
ment, jeder Geraden des einen entspricht eine Gerade des anderen 
Grundgebildes, und zwar derart, dafs jedem Elemente, welches von 
der einen Geraden getragen wird , im anderen Grundgebilde ein Ele- 
ment entspricht, welches von der entsprechenden Geraden getragen 
wird/' 
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2) Aus der eindeutigeo Beziehung, welche zwischen den Ele- 
menten der beiden Grjindgebilde hergestellt wurde, folgt noch: 

„ Beschreibt ein Element des einen Grundgebildes ein einförmiges 
Grundgebilde, so beschreibt sein entsprechendes Element im anderen 
Grundgebilde ein zu diesem projectivisches einförmiges Grundgebilde." 

Es ergiebt sich auch leicht die Umkehrung des obigen Satzes: 

„Sind die Elemente zweier Grundgebilde der zweiten Stufe ein- 
ander eindeutig, zugeordnet, so müssen deren Parameter Aj, Aj, A3 
und Jc^, ÄJj, ^3 durch Gleichungen von der Form (1.) mit einander 
verknüpft sein." 

Es seien 

A, U^ + A2 Ü2 + A3 CTg = und k^V^ + ^2^2 + h^^z = 

die Gleichungen der beiden Grundgebilde. Da die Beziehung zwischen 
den U- und F- Elementen eine eindeutige sein soll, so müssen die 
Parameter A, , Aj, A3 und äj, , Äj; ^3 durch zwei lineare Gleichungen 
mit einander verknüpft sein. Da aber jeder Geraden des einen eine 
Gerade des anderen Grundgebildes entsprechen soll, so müssen die- 
selben jede lineare Relation zwischen den Parametern des einen wieder 
in eine lineare Relation zwischen den Parametern des anderen Grund- 
gebildes überführen. Die Gleichungen müssen somit nach den Be- 
merkungen Eingangs dieses Paragraphen die Form (1.) besitzen. 

3) Die drei Verwandtschaftsgleichungen sind von den Verhält- 
nissen von acht ihrer Gonstanten zur neunten abhängig und sind 
daher mit diesen acht Verhältnissen gegeben. Nun liefern aber die 
Parameter jedes Paares entsprechender Z7- und F- Elemente zwei lineare 
Gleichungen zwischen diesen Constanten und desgleichen jedes Paar 
entsprechender Geraden. Denn ist z. B. einer Geraden des ersten 
Grundgebildes . 

die Gerade 
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im zweiten Grundgebilde als entsprechende zugewiesen, so ist 

■ • • 

« » • 

Da also jedes Paar entsprechender Elemente der beiden Grundgebilde 
zwei lineare Relationen zwischen den Constanten der Verwandtschafts- 
gleichungen herstellt, so ist die ganze Beziehung zwischen den beiden 
Grundgebilden gegeben, sobald wir zu vier unabhängigen Ele- 
menten des einen die entsprechenden Elemente des anderen Grund- 
gebildes kennen. 
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§ 63. 

In den beiden vorhergehenden Paragraphen haben wir erkannt, 
dafs wir auf zwei Arten eine eindeutige Beziehung zwischen den 
Elementen zweier Grundgebilde der zweiten Stufe herstellen können. 
Bei der einen wurden die Parameter der beiden Grundgebilde durch 
eine nach ihnen lineare Relation mit einander verknüpft, bei der 
anderen wurden die Verhältnisse der drei Parameter des einen den 
Verhältnissen dreier linearer homogener Ausdrücke aus den Parametern 
des anderen Grundgebildes gleichgesetzt. Geometrisch unterschieden 
sich diese beiden Arten der eindeutigen Verwandtschaft dadurch, dafs 
bei der zweiten Art einer Geraden des einen Grundgebildes wieder 
eine Gerade im anderen Grundgebilde zugewiesen ist, während bei der 
ersten Art dies nicht der Fall ist. 

In der Geometrie wird jedoch die Einteilung dieser eindeutigen 
linearen Verwandtschaft zwischen Grundgebilden der zweiten Stufe 
aus einem anderen Gesichtspuncte vorgenommen, wonach unterschieden 
wird, ob die beiden Grundgebilde der zweiten Stufe, zwischen deren 
Elementen eine eindeutige Beziehung hergestellt werden soll, gleich- 
artig — also zwei Strahlenbündel oder zwei ebene Systeme, — oder 
ungleichartig — ein Strahlenbündel und ein ebenes System — sind. 
Ist die eindeutige Beziehung zwischen den Elementen zweier gleich- 
artiger Grundgebilde von der Art, dafs einer Geraden des einen 
eine Gerade des anderen Grundgebildes entspricht, so werden sie 
coUinear, anderen Falls reciprok zu einander genannt; ist hingegen 
diese Beziehung zwischen den Elementen zweier ungleichartiger 
Grundgebilde von der Beschaffenheit, dafs einer Geraden des eineji 
wieder eine Gerade des anderen Grundgebildes entspricht, so werden sie 
reciprok und andernfalls colli near genannt. Die Collineation zweier 
gleichartiger Grundgebilde der zweiten Stufe wird somit definiert 
durch ein System zweier derartiger linearer homogener Gleichungen 
zwischen den Parametern der beiden Grundgebilde, dafs aus denselben 
das Verhältnis der drei Parameter des einen Grundgebildes sich durch 
das Verhältnis dreier nach den Parametern des anderen Grundgebildes 
linearer homogener Ausdrücke darstellen läfst; die Collineation zweier 
ungleichartiger Grundgebilde wird durch eine nach den Para- 
metern der beiden Grundgebilde lineare und homogene Gleichung 
ausgedrückt. Die Reciprocität zweier gleichartiger Grundgebilde 
der zweiten Stufe wird hergestellt durch eine nach den Parametern 
der beiden Grundgebilde lineare homogene Gleichung; die zweier 
ungleichartiger Grundgebilde durch zwei nach ihren Parametern 
lineare und homogene Gleichungen von der früher angegebenen Be- 
schaffenheit. 
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Es sind demnach reciprok: 

1) Zwei Strahlenbündel S und S% wenn jedem Strahle g von S 
eine Ebene JE' von S' entspricht und jeder durch g gehenden Ebene 
E von S ein in E' liegender Strahl g' von S\ 

2) Zwei ebene Systeme 2J und £' wenn jedem Puncte P von JS 
eine Gerade g' von 27' und jeder durch P gehenden Geraden g von 
2^ ein in g' liegender Punct P' von 27' entspricht. 

3) Ein Strahlenbündel S und ein ebenes System 27,. wenn jedem 
Strahl g von 8 eine Gerade 7^ von 27 und jeder durch g gehenden 
Ebene E von S ein ia y liegender Punct von 27 entspricht. 

Gollinear sind 

1) Zwei Strahlenbündel S und S\ wenn jedem Strahle g von S 
wieder ein Strahl g' von Ä' und jeder durch g gehenden Ebene E 
von S eine durch g' gehende Ebene E' von S' entspricht. 

2) Zwei ebene Systeme 27 und 27', wenn jedem Puncte P von 
27 wieder ein Punct P' von 27' und jeder durch P gehenden Ge- 
raden g von 27 eine durch P' gehende Gerade g' von 2^' entspricht. 

3) Ein Strahlenbündel S und ein ebenes System 27', wenn jedem 
Strahle g von S ein Punct P, und jeder durch g gehenden Ebene 
E von S eine durch P' gehende Gerade e' entspricht. 

Wir wollen aus den beiden vorhergehenden Paragraphen noch 
einige wichtige Sätze über collineare und reciproke Grundgebilde 
der zweiten Stufe wiederholen. Es wurde sowohl von der in § 61 
als auch in § 63 aufgestellten Verwandtschaft bewiesen; dafs den 
Elementen eines einförmigen Grundgebildes des einem Grundgebildes 
der zweiten Stufe die Elemente eines zu diesen projectivischen ein- 
förmigen Grundgebildes im anderen Grundgebilde der zweiten Stufe 
entsprechen. Somit: 

Beschreibt ein Element eines Grundgebildes der 
zweiten Stufe ein einförmiges Grundgebilde, so beschreibt 
sein entsprechendes Element im reciproken oder colli- 
nearen Grundgebilde der zweiten Stufe ein projecti- 
visches einförmiges Grundgebilde. 

Jede der beiden Arten eindeutiger Beziehung § 61 und 62 zwischen 
den Elementen zweier Grundgebilde der zweiten Stufe erwies sich 
als gegeben durch vier Paare entsprechender Elemente der beiden 
Grundgebildc; wenn keine drei Elemente desselben Grundgebildes der 
zweiten Stufe demselben einförmigen Grandgebilde angehören. 

Daraus folgt: Sollen die Elemente zweier Grundgebilde 
der zweiten Stufe eindeutig aufeinander bezogen werden, 
so können vier gleichartigen Elementen Ä, J?, 0, D des 
eineU; von denen keine drei demselben einförmigenGrund- 
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gebilde angehören, willkürlich vier solche Elemente A, 
By Cy D' des anderen Grundgebildes als resp. entsprechen- 
den zugewiesen werden, wodurch dann jedem Elemente 
des einen ein bestimmt-es Element des anderen Grund- 
gebildes zugeordnet ist. 

Um also zwei Strahlenbündel reciprok auf einander zu beziehen, 
können wir irgend vier Strahlen des einen, von denen keine drei 
in derselben Ebene liegen, vier Ebenen des anderen Bündels , von 
denen keine drei in derselben Geraden sich schneiden , resp. als ent- 
sprechende zuweisen; um die beiden Bündel collinear auf einander 
zu beziehen, können wir irgend vier Strahlen oder Ebenen des einen, 
von denen keine drei demselben resp. Strahlen- oder Ebenenbüschel 
angehören, willkürlich vier resp. Ebenen oder Strahlen des anderen 
Bündels, von denen keine drei demselben einförmigen Grundgebilde 
angehören, als entsprechende zuordnen. 

Um zwei ebene Systeme reciprok auf einander zu beziehen, können 
wir irgend vier Puncten des einen, von denen keine drei in einer 
Geraden liegen, vier Gerade des anderen Systems, von denen keine 
drei sich in demselben Puncte schneiden, willkürlich als entsprechende 
zuweisen; um dieselben collinear auf einander zu beziehen, können 
wir irgend vier Puncten oder Geraden des einen, von denen keine 
drei einem einförmigen Grundgebilde angehören, vier solche resp. 
Gerade oder Puncte des anderen Systems als entsprechende willkür- 
lich zuweisen. 

Um einen Strahlenbündel und ein ebenes System reciprok auf 
einander zu beztehen, können wir irgend vier Strahlen oder Ebenen 
des Bündels, von denen keine drei einem einförmigen Grundgebilde 
angehören, vier solche resp. Gerade oder Pancte des ebenen Systems 
willkürlich als entsprechende zuordnen; um sie collinear auf einander 
zu beziehen, können wir irgend vier Strahlen oder Ebenen des Bündels, 
von denen keine drei einem einförmigen Grundgebilde angehören, 
vier solche resp. Puncte oder Geraden des ebenen Systems als ent- 
sprechende willkürlich zuweisen. 

Aus dem Begriffe zweier reciproken und coUinearen Grundgebilde 
der zweiten Stufe ergeben sich einige wichtigere Folgerungen: 

Sind zwei Grundgebilde der zweiten Stufe zu dem- 
selben dritten reciprok, so sind sie unter einander col- 
lineat. 

Die beiden Grundgebilde der zweiten Stufe A und B seien zu 
demselben dritten C reciprok. Dann sind die Elemente von A und 
H einander eindeutig zugewiesen in Ansehung der Elemente, welche 
demselben Elemente von G entsprechen. Sind nun A und J? zwei 
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gleichartige Grandgebilde der zweiten Stufe — zwei Strahlenböndel 
oder zwei ebene Systeme — so wird durch C jedem Elemente von 
A ein gleichartiges Element von B^ und wenn sie ungleichartig 
— ein Strahlenbündel und ebenes Sjistem — sind, wird einer Ge- 
raden von A nicht wieder eine Gerade von JB zugewiesen. 

Ist ein Grundgebilde der zweiten Stufe zu einem zwei- 
ten reciprok und zu einem dritten collinear, so sind die 
letzteren zu einander reciprok. 

Es sei B reciprok zu A und collinear zu G. Vermöge B sind 
dann die Elemente von A und G einander eindeutig zugewiesen. Sind 
nun A und G gleichartige Grundgebilde, so ist durch jede Gerade 
von B jeder Geraden von G ein ungleichartiges Element von A zu- 
geordnet; und sind sie ungleichartig, so ist durch B jeder Geraden 
von G wieder eine Gerade von A zugewiesen. Somit sind A und C 
zu einander reciprok. 

Sind zwei Grundge bilde der zweiten Stufe zu demselben 
dritten collinear, so sind sie unter einander collinear. 

Denn durch dieses dritte Grundgebilde G sind die. Elemente von 
A und JB, welche demselben Elemente von G entsprechen, einander 
zugewiesen und somit hierdurch A und B eindeutig auf einander 
bezogen. Sind nun A und B gleichartige Grundgebilde, so wird 
durch G jeder Geraden des einen wieder eine Gerade des anderen, 
und sind sie ungleichartige Grundgebilde jeder Geraden des einen 
ein ungleichartiges Element des anderen Grundgebildes zugewiesen. 

Hieraus folgt wieder: Ist in einer Reihe von Grundgebil- 
den der zweiten Stufe jedes zu seinem nachfolgenden 
collinear, so sind alle unter einander collinear. 

So sind also die Schnitte verschiedener Ebenen mit demselben 
Strahlenbündel und die Strahlenbündel, welche dasselbe ebene System 
projicieren, zu diesem und daher unter einander collinear. 



Zehntes Oapitel. 

Die Erzeugnisse projectivischer Grnndgebilde der zweiten Stufe. 

§ 64. 
Die Erzengniflse reoiproker Grnndgebilde der sweiten Stufe. 

Sind die beiden Grundgebilde der zweiten Stufe 

^iU, + l^U, + k^U,=0 und h.r, + h^r^ + k,T\ ^ (1.) 

gleichartig und reciprok, so sind die Parameter A^, Aj, A3 und k^^ 
k^, k^ durch eine lineare Gleichung 

Uüf^^X^K = (2.) 

mit einander yerknüpft. Dem Elemente des ersten Grundgebildes 

' ^,U, + l,U, + X,U, ^ (3.) 

entspricht § 61 dann im anderen Grundgebilde die Gerade 

_Ii_. El Ei_ ,,, 

£a^^l^ i^OgyAy £a^^l^ \^*) 

V V V 

und dem Elemente des zweiten Grundgebildes 

Ä,F, +*jF, + Ä;3F, = (5.) 

im ersten Grundgebilde die Gerade 

Der Geraden des ersten Grundgebildes 

«1 ff« «8 ' 

auf welche Form sich die Gleichungen einer jeden Geraden des ersten 
Grundgebildes bringen lassen^ entspricht im anderen Grundgebilde 
das Element 

Fl 2:ai^u + V^Zttiku + V^UatAsi = (q^ 

i i i ^ '^ 

und der Geraden des zweiten Grundgebildes 

Z* Ii E» fQ\ 

entspricht im ersten Grundgebilde das Element 

I • t ^ ' 

WO Aijc die Subdeterminante des Elementes a,* in 27 + «n «22 ^33 
bezeichnet. 

Wir wollen nun auch die beiden einander reciprok gegenüber- 
stehenden Fälle getrennt betrachten , in welchen die beiden gleichartigen 



(7-) 
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Gruudgebilde zwei Strahlenbündel oder zwei ebene Systeme sind, in 
welchen also die beiden Gleichungen der Grundgebilde aus Punct- 
oder Ebeuencoordinaten gebildet sind. 

Sind sie zwei Strablenbündel; so genügen die Coordinaten des 
Durchschnittspunctes der Ebene des ersten Bündels, welche durch 
die Parameter A, ^ Aj, A3 bestimmt wird; mit der entsprechenden Ge- 
raden im zweiten Bündel den vier Gleichungen 

V V V 

Diese vier Gleichungen können aber nur unter den Bedingungen be- 
stehen, dafs die Determinante der Coefficienten von A, , A^, A3 und 
Q verschwindet, dafs also 



Cl>\\) 0;\2} ^13; F, 
^21? ^22; ^23? ^2 
^31 ; ^32 » ^33 y F3 



= 0: (11.) 



ü,, U„ U„ 

Es genügen somit die Coordinaten des Durchschnittspunctes jeder 
Ebene des ersten mit ihrer entsprechenden Geraden des zweiten 
Bündels dieser Gleichung. 

Durch genau dieselben Betrachtungen überzeugen wir uns, dafs 
auch die Coordinaten des Durchschnittspunctes jeder Ebene des zweiten 
mit ihrer entsprechenden Geraden des ersten Bündels diese Gleichung 
befriedigen. 

Die Entwickelung dieser Determinante nach den Elementen der 
letzten Zeile und letzten Colonne, oder auch die Elimination der 

«1» «2» ^3 ^^^^ ßi9 ßif ßi ^®^P- ^^^ ^®^ Gleichungen (7.) und (8.) 
oder (9.) und (10.) ergiebt für die Gleichung (11.) 

WO die Summe alle Werte der i und k von 1 bis 3 umfafst. 

Die Gleichung (11.) ist nach den Coordinaten rCj , X2y x^y x^ des 
Durchschnittspunctes irgend einer Ebene des einen mit der ent- 
sprechenden Geraden des anderen Strahlenbündels von zweitem 
Gerade, und wir wollen deshalb den durch sie dargestellten geo- 
metrischen Ort eine Fläche zweiter Ordnung nennen. 

Wir haben somit: Die Durchschnittspuncte der ent- 
sprechenden Elemente zweier reciproken Strahlenbüridel 
erzeugen eine Fläche zweiter Ordnung. 

Dieselbe geht offenbar durch die Mittelpuncte der beiden Bündel, 
da für die Coordinaten des einen. D", ==172= U^ = 0, für die des 
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anderen Fo = Fi = F2 = wird, also die Determinante (11.) verschwin- 
det. Jede Gerade schneidet diese Fläche im Allgemeinen in zwei Puncten^ 
wovon wir uns am einfachsten überzeugen, indem wir dieselbe zu 
einer Kante des Fundamentaltetraeders machen. Um die Goordinaten 
ihrer Durchschnittspuncte mit der Fläche zu finden, müssen wir dann 
in der Gleichung der Fläche zwei der Goordinaten x^, iCj, x^, x^ 
gleich Null setzen^ wodurch zur Bestimmung des Verhältnisses der 
beiden anderen Goordinaten eine quadratische Gleichung sich ergiebt. 
Von jeder Ebene wird die Fläche im Allgemeinen in einem 
Kegelschnitte geschnitten, wovon wir uns wieder am einfachsten 
überzeugen, indem wir sie zu einer Ebene des Fuudamentaltetraeders 
machen. Wir erhalten nämlich die Gleichung des Schnittes der Fläche 
mit einer Seitenebene des Tetraeders, indem wir in der Gleichung 
der Fläche eine der Goordinaten gleich Null setzen (§ 37). 

2) Die allgemeinste Form einer Gleichung zweiten Grades, 
und somit einer Fläche zweiter Ordnung zwischen den Goordinaten 
a?i, 0^2, x^j x^ ist offenbar: 

^1 («ll^l+öl2^2+ai3^3+«lÄ) +^2(«2l^l+«22^2+«23<+öt24^4) 
+^3 («31 «l + «32^2+«33^3+Ö34^4) +^4(«41^1+ö^42^2+«43^3+«44^4)=0 , 

worin aa === a*,- ist. Es läfst sich nun leicht zeigen, dafs jede der- 
artige Fläche durch zwei reciproke Bündel erzeugt werden kann. 
Verlegen wir zunächst eine der Ecken des Fundamentaltetraeders, 
etwa a?! «=a 0, a;2«=0, x^ = in einen Punct der Fläche. Dann 
mufs der Gleichung derselben durch das Wertsystem a?! = , rCj = 0, 
x^ = genügt werden, was nur möglich ist, wenn a^^ = ist. Be- 
zogen auf ein Fundamentaltetraeder, dessen eine Ecke in der Fläche 
liegt, hat also die Gleichung der Fläche die Form: 

a?i (a, i'a:i+ a^^' X2+ ay^'x.^-j- 2 a,/a?4)+ x^{a2^'x^-+- a^^'x^+ a^^x^-^- 2 a24'^4) 

+ % («3l'^l + «32'^2 + Ö33'^3 + "^(^^A^i) = ^ ' 

Durch Vergleichung mit (12.) finden wir, dafs dieselbe aus Z'A,* Vi £7* =0 

ik 

hervorgeht, indem A„ = 1 , A,* =» ; JJ^ == x^^ [/^ == iTj, Ü^ = ^3> 
femer 

^11 ^1 1" ^12^2 "r ^13% "T 2a^^x^ = Fj 

^21 *^i l ^21 *^2 i ^23 ^3 ~r ^ ^24 "^4 ^^^ '^^2 
^31 ^1 1 ^32 ^2 "1 0^33 X^ -f- 2 «34 X^ = Fg 

angenommen wird. In Form einer Determinante geschrieben ist die 
Gleichung dieser Fläche: 

EBcberich, Einleitung i. d. anal. Geom. d. Raum. 13 
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'1 *^2 «^3 

Die Vergleichung dieser Determinante mit (11.) zeigt nun unmittelbar^ 
dafs diese Fläche das Erzeugnis der beiden Bündel 

h^i + ^2^2 + h^z = 0, \V^ + ftjFj + ÄgFa =? , 
wenn dieselben durch die Gleichung 

reciprok auf einander bezogen werden. 

Wir haben somit den Satz: 

Jede Fläche zweiten Grades wird durch zwei reciproke 
Strahlenbündel; deren Mittelpuncte in ihr liegen^ erzeugt^ 
indem jeder Strahl des einen von der ihm entsprechenden 
Ebene des anderen Bündels in einem Puncte der Fläche 
geschnitten wird. 

§65. 

Involntorische Strahlenbündel. 

Den bisherigen Auseinandersetzungen lag offenbar die still- 
schweigende Voraussetzung zu Grunde, dafs die beiden Bündel nicht 
concentrisch liegen; denn nur in diesem Falle wird jede Ebene des 
einen von ihrer entsprechenden Ebene des anderen Bündels im 
Allgemeinen in einem yom Mittelpuncte des Bündels verschiedenen 
Puncte geschnitten. Wir wollen nunmehr die geometrische Bedeutung 
der Gleichung (11.) für den Fall erörtern ^ dafs die beiden Bündel 
concentrisch sind. Da nunmehr die Ebenen F,, F2, F3 durch den 
Durchschnittspunct der drei Ebenen ZJ^, C/j und ü^ gehen, so lassen 
sich stets Constante m auffinden, dergestalt, dafs (§ 11) 

Fl = Wii U^ + W12 ZJj + Wi3 U^ 

Fj = mji C^i + m22 TJ^ + m^^ U^ 

F3 = mgi U^ + mgj U^ + ^33^3, 

Die Gleichung des Bündels 

Ä, Fl + «^2 F2 + ^3 F3 ^ 
geht hiernach über in 



= XiI7, + ic^U2 + oc^U^, 



wo 
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t i 

X3 = 2;wi,sÄ3 . 

I 

Berechnen wir aus diesen Gleichungen ij, ij» ^3 '^^^ substituieren 
deren Werte in § 64 (2.), so erhalten wir die Verwandtschaftsgleichung, 
welche die beiden Grundgebilde für J7, = 0, üj = 0, 1/3 = als 
Grundelemente reciprok auf einander bezieht. 

Nachdem wir nun die beiden reciproken Grundgebilde von irgend 
welchem Tripel von Elementen auf jedes andere Tripel als Grund- 
elemente beziehen gelernt haben, wollen wir voraussetzen, dafs für 
JJi = 0, CTj = 0, Z/ß = als Grundelemente die beiden Grundgebilde 
der zweiten Stufe: 

Aj U^ + l^U^ + A3Ü3 = und Ä, ü, + k^U^ +\u^ = 

durch die Gleichung 

jCj Cvu y Ajn rCff '^^ \J 

reciprok auf einander bezogen seien. 

Schneidet im Falle, dafs beide reciproke StrahlenbQndel concen- 
trisch sind, eine Gerade ihre entsprechende Ebene aufser im Mittel- 
puncte des Strahlenbündels noch in einem weiteren Puncte, so er- 
halten wir die Goordinaten dieses Durchschnittspunctes einer Ebene 
des ersten Bündels mit einer Geraden des zweiten durch Bestimmung 
der Verhältnisse von x^^ x^, x^, x^ aus den vier Gleichungen 

Uau^i — Q^i =0; 
Sa^iK — qTJ^ = 5 

i 

Berechnen wir aus den drei letzten dieser Gleichungen qU^, QU2P 
qU^, so ergiebt die Substitution dieser Werte in die erste Gleichung 
die Bedingung, welcher die Aj, Aj, A3 genügen müssen, damit diese 
vier Gleichungen durch dieselben drei Werte von CT, , E/j ^^^ ^3 
befriedigt werden können. Jede Ebene des Bündels also, deren Pa- 
rameter Aj, A2 und A3 dieser nach A^, Aj, A3 quadratischen Bediugungs- 
gleichung genügen, wird somit von ihrer entsprechenden Geraden 
aufser im Mittelpuncte des Bündels noch in einem weiteren Puncte 
geschnitten, enthält also dieselbe. Wir erkennen somit, dafs in den 
beiden concentrischen Bündeln unendlich viele Gerade vorkommen, 
deren jede in ihre entsprechende Ebene fällt. Die Goordinaten eines 
jeden Punctes einer solchen Geraden genügen nun der Gleichung (11.) 

13* 
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und es stellt daher dieselbe in unserem Falle einen Kegel dar. Denn 
die Fläche erscheint für jede Ebene, durch welche wir sie schneiden, 
als der Schein eines Kegelschnittes, da sie im Allgemeinen von einer 
Ebene in einem Kegelschnitte geschnitten wird, S. 193., Die Ebenen 
der Bündel, die durch ihre entsprechenden Geraden gehen, bilden, wie 
sich leicht zeigen läfst, einen Ebenenbüschel der zweiten Ordnung, 
der aber im Allgemeinen einen anderen als den von den Geraden 
gebildeten Kegel umhüllt. 

Wir können nämlich jede Ebene des Strahlenbündels sowohl als 
eine Ebene des ersten als auch des zweiten Bündels betrachten, und im 
Allgemeinen wird jedes Mal der Ebene ein anderer Strahl des Bündels 
entsprechen. Denn der Ebene 

A,J7, + A,Ü, + A3 £7-3 = 0, (1.) 

aufgefafst als Ebene des ersten Bündels, entspricht die Gerade 

üj ^ U^ ^ üs 
Za^^X^ Za^^l^ Ea^^l^ (2.) 

V V V 

und als Ebene des zweiten Bündels entspricht ihr die Gerade 

Uj ^ ü^ _ Uz , 

Za^y X^ Za^^ X^ 2a^^ X^' (3.) 

V V V 

Geht nun die Ebene (1.) durch die erste Gerade, so können wir die 
Ui, J72, Ü3 aus den Gleichungen (1.) und (2.) eliminieren und er- 
halten so zwischen Aj, ^2, A3 die Gleichung 

V V V fiV 

V V V 

Eliminieren wir nun hieraus die Gröfsen Uavi^v) ^a^^^vi ^a^z^v 
mittelst der Gleichungen (3), so ergiebt sich 

und es liegt somit die Gerade (3.) in der durch diese Gleichung be- 
stimmten Ebene. Diese Ebene entspricht aber der Geraden, aufge- 
fafst als Strahl des ersten Bündels, im zweiten Bündel. 

Bei zwei concentrischen reciproken Strahlenbündeln sind also im 
Allgemeinen jeder Ebene des Bündels zwei Gerade zugeordnet; geht 
die Ebene durch die eine dieser Geraden, so enthält sie auch die 
andere Gerade. 

Im Allgemeinen wird also der von den Strahlen, die in ihren 
entsprechenden Ebenen liegen, gebildete Kegel von jeder dieser Ebenen 
in zwei Strahlen geschnitten und es umhüllen daher im Allgemeinen 
diese Ebenen nicht jenen Kegel, aber bilden allerdings einen Ebenen- 
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büschel der zweiten Ordnung. Wir überzeugen uns hiervon ^ indem 

wir die Strahlen des Strahlenkegels aus zwei seiner Strahlen durch 

Ebenen projicieren. Die hierdurch entstehenden Ebenenbüschel sind 

dann in Ansehung der Ebenen, welche denselben Strahl des Kegels 

projicieren, zu einander projectivisch, § 54. Betrachten wir nun 

deren Ebenen als Ebenen desselben Bündels, so entspricht jedem der 

Ebenenbüschel im anderen Bündel ein Strahlenbüschel, welche beide 

Strahlenbüschel zu einander projectivisch sind, in Ansehung der 

^ Strahlen, die den entsprechenden Ebenen der beiden projectivischen 

Ebeuenbüschel zugeordnet sind. Nun entspricht dem Durchschnitte 

zweier entsprechenden Ebenen der beiden Ebenenbüschel, also einem 

Strahle des Strahlenkegels, die Verbindungsebene der den beiden 

i Ebenen entsprechenden Strahlen der beiden Strahlenbüschel. Die 

[ den Strahlen des Strahlenkegels entsprechenden Ebenen sind also die 

l Yerbindungsebenen der entsprechenden Strahlen zweier concentrischer 

projectivischer Strahlenbüschel und bilden daher einen Ebenenbüschel 

der zweiten Ordnung (§ 54). 

Dieser Ebenenbüschel der zweiten Ordnung umhüllt nur dann 
den Strahlen kegel, wenn jede seiner Ebenen mit dem Kegel eine 
einzige Gerade gemein hat, wenn also die beiden Strahlen, welche 

I der Ebene entsprechen, zusammenfallen. Damit aber die beiden 

I Strahlen, welche der Ebene 

I ^iU, + X2U, + X,U, = (1.) 

entsprechen (2) und (3), sich vereinigen, ist notwendig und hin- 
' reichend, dafs o,t = a*,-, d. h. die Determinante ^J + ßn, «22? ^33 

eine symmetrische ist. 

In diesem Falle erscheinen also die Elemente desselben Strahlen- 
[ bündeis — indem wir die beiden concentrisch liegenden reciproken 

Strahlenbüudel als einen ansehen — einander eindeutig zugeordnet, 
und zwar entspricht jeder Ebene ein Strahl und umgekehrt jedem 
Strahle eine Ebene. Diese Lage zweier concentrischer reciproker 
Strahlenbündel wird die involutorische genannt, man sagt auch 
der Strahlenbündel sei involutorisch. 

Wir können mit Anwendung dieser Ausdrücke das obige Ergebnis 
durch den Satz wiedergeben: 

In zwei concentri-schen reciproken Strahlenbündeln 
bilden die incidenten Strahlen einen Kegel und die iii- 
cidenten Ebenen einen Ebenenbüschel der zweiten 
Ordnung; nur wenn die beiden Strahlenbündel involu- 
torisch liegen, umhüllt der Ebenenbüschel der zweiten 
Ordnung den Strahlenkegel. 
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§ 66. 
Beoiproke ebene Systeme. 

Der zweite Fall^ dafs die beiden gleichartigen Grandgebilde der 
zweiten Stufe zwei ebene Systeme seien, steht dem eben behandelten 
reciprok gegenüber. Wir wollen daher die dort gewonnenen Er- 
gebnisse nach dem Gesetze der Beciprocität auf den vorliegenden 
Fall übertragen. 

Sind 

l,U, + X,U^ + X,U, = und Jc,V, + Jc,r, + Jc,r, ^ (X 

die Gleichungen zweier ebenen Systeme, deren Elemente vermöge der 
Gleichung 

^ ^U V ^u *^v **^ ^ 
MV 

reciprok auf einander bezogen sind, so genügen die Coordinaten jeder 
Ebene, welche einen Punct des einen mit seiner entsprechenden Ge- 
raden des anderen Systems verbindet, der Gleichung 

^11 ^12 ^13 Ml 



«21 Ct22 ^23 '^2 
^31 ^32 ^33 '^Z 

Z7i Uo m 



ik 



1 

Diese Gleichung ist nach den Coordinaten der Ebene, welche einen 
Punct des einen mit seiner entsprechenden Geraden des anderen 
Systems verbindet, vom zweiten Grade. Der Inbegrifip der Ebenen, 
deren Coordinaten dieser Gleichung genügen, soll ein Ebenen- 
bündel der zweiten Ordnung genannt werden, da die obige 
Gleichung nach den Ebenencoordinaten vom zweiten Grade ist. 

Zu demselben gehört sowohl die Ebene, welche durch die drei 
Puncto J7i — p, tTj =«0, U^ = 0, als auch durch F^ = 0, F^ — 0, 
F3 = bestimmt wird, da durch Substitution der Coordinaten jeder 
dieser Ebenen offenbar die obige Determinante verschwindet. Di^ 
Ebenen des Ebenenbündels, welche durch einen Punct des Raumes 
gehen, bilden im Allgemeinen einen Ebenenbüschel der zweiten 
Ordnung. Durch eine Gerade gehen höchstens zwei Ebenen dieser 
Umhüllenden. Aber auch umgekehrt: 

Jeder Ebenenbündel der zweiten Ordnung wird durch 
zwei recip]:oke ebene Systeme erzeugt, indem jede Ver- 
bindungsebene eines Punctes des einen mit der ent- 
sprechenden Geraden des anderen ebenen Systems eine 
Ebene des Ebenenbündels der zweiten Ordnung isi 

Die Annahme, dafs die beiden reciproken ebenen Systeme in 



§ 67. 199 

dieselbe Ebeue fallen, entspricht reciprok dem Falle , dafs zwei reci- 
proke Strahlen bündel concentrisch liegen. Wir wollen wieder^ statt die 
früheren Rechnungen § 65 nur für andersdeutige Symbole zu wieder- 
holen, die Resultate nach dem Gesetze der Reciprocitat übertragen. 
Bemerken wir, dafs einem Kegel als dem Erzeugnis zweier projec- 
tivischer Ebenenbüschel , deren Axeu sich in einem Puncte schneiden^ 
reciprok gegenüber steht (§ 54^ 2) das Erzeugnis zweier projectivischer 
PunctreiheU; deren Träger in einer Ebene liegen, also der Strahlenbüschel 
der zweiten Ordnung; und dem Ebenenbüschel der zweiten Ordnung, 
als dem Erzeugnis zweier concentrischer projectivischer Strahlen- 
büschel; das Erzeugnis zweier projectiyischer Strahlenbüschel, die in 
derselben Ebene liegen, also ein Kegelschnitt, so erhalten wir aus § 66: 

Liegen zwei reciproke ebene Systeme in einander, so 
bilden die incidenten Strahlen einen Strablenbüschel der 
zweiten Ordnung und die incidenten Puncte einen Kegel- 
schnitt; nur wenn die beiden in einander liegenden reci- 
proken ebenen Systeme involutorisch sind, d. h. jedem 
Puncte der Ebene eine einzige Gerade und jeder Geraden 
ein einziger Punct zugeordnet ist, so umhüllt der Strah- 
lenbüschel der zweiten Ordnung gleichzeitig den Kegel- 
schnitt. 

Die für diese involutorische Lage notwendige Bedingung ist wieder, 
dafs die Determinante ^-jz^iif ^m ^33 symmetrisch sei. 

§67. 

Wir haben nun noch die Frage nach dem Erzeugnis zweier un- 
gleichartiger reciproker Grundgebilde der zweiten Stufe, eines Strah- 
lenbündels und eines reciproken ebenen Systems zu erledigen. Wir 
können dieselbe unmittelbar aus dem Vorhergehenden beantworten, 
ohne auf die Formeln , welche die Beziehung der beiden Grundgebilde 
ausdrücken, zurückgreifen zu müssen. Denn projicieren wir das ebene 
System aus dem Mittelpuncte des Strahlenbündels, so ist der proji- 
cierende Strahlenbündel &', zum ebenen System U coUinear und daher 
zum anderen Strahlenbündel 'S reciprok: es sind daher die beiden 
Strahlenbündel zu einander reciprok. 

So oft nun ein Strahl g' von S^ in die« entsprechende Ebene G 
von S fallt, liegt der G entsprechende Punct g' von 2J in G] und 
so oft eine Ebene E' von S' durch ihren entsprechenden Strahl e 
von S geht, wird die e entsprechende Gerade E' in U von e ge- 
schnitten. Somit : 

„Sind ein Strahlenbündel und ebenes System zu einander reciprok, 
so bilden die Puncte des ebenen Systems, die in ihrer entsprechenden 
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Ebene des Strahlenbündels liegen ^ sammt den Puncten^ in denen die 
Geraden des ebenen Systems Yon ihren entsprechenden Strahlen des 
Strahlenbündels geschnitten werden, einen* Kegelschnitt; und alle 
Geraden des ebenen Systems, welche ihre entsprechenden Strahlen 
des Strahleubündels schneiden, sammt den Durchschnittslinien der 
Ebenen des Bündels, welche durch ihre entsprechenden Puncte des 
ebenen Systems gehen, einen Strahlenbüschel der zweiten Ordnung." 

Die Ebenen des Strahlenbündels, welche durch ihre entsprechenden 
Puncte des ebenen Systems gehen , projicieren diesen Strahlenbüschel 
der zweiten Ordnung und constituieren daher einen Ebenenbüschel 
der zweiten Ordnung; die Strahlen des Strahlenbündels, welche ihre 
entsprechenden Geraden im ebenen Systeme schneiden, projicieren 
jenen Kegelschnitt und bilden daher einen Kegel der zweiten Ordnung. 

Zu denselben Ergebnissen wären wir gelangt, wenn wir statt 
des Bündels S' das ebene System zu Hülfe genommen hätten, das 
durch den Strahlenbündel auf den Träger von 2 induciert wird. 

§68. 
Die Erzeugnisse zweier collinearer Grandgebilde der zweiten Stufe. 

Es seien zunächst die beiden collinearen Grund^ebilde der zweiten 
Stufe 

^iU, + x,ü, + x,u, = , k,r, + k,r, + k,r, =^ (i.) 

gleichartig, ihre coUineare Beziehung werde also vermittelst eines 
Proportionalitätsfactors q durch drei Gleichungen 

Q^i =«11*1 + «12*2 + «13*3 

qX^ as= «21*1 -f- «22*2 "f" «23*3 f (^V 

9A3 = «31^1 + «32*2 "f" «33*3 

ausgedrückt. Aus ihnen folgt: 

^*i ■=* ^i\ ^1 + ^21 ^2 + -^31 ^3 

Ö]C2 = -^12^1 + -^22^2 "f" -^32^3 r > C^*) 

ÖK^ = -4-13 Aj + -^23^2 H" -^33 ^3 

« 

worin a ein Proportionalitätsfactor und Äik die Subdeterminante des 
Elementes an in der Determinante ^+«ii> «22; «33 bedeutet. 
Dem Elemente des 'ersten Grundgebildes 

^lU^ + X,U, -\- X,U, ^ (3'.) 

entspricht (§ 59) im zweiten Grundgebilde das Element 

F, ZÄn^i + V^EAi^li + F3 SAi^Xi = , 

i ff 

welche Gleichung nach A geordnet übergeht in: 



(7-) 
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A, ZAiiVi + l^^AuVi + ^.IJA^iVi « . (4.) 

i i i 

Dem Elemente des zweiten Grundgebildes 

ic,r^ + k,v, + jc,r, = o (5.) 

entspricht im ersten Grundgebilde das Element 

U^Hauh + U^^anh + U^Ea^ihi = , 

« i i 

dessen Gleichung auch in der Form geschrieben werden kann 

\ Zan Ui + k^ £ai2 Ui + k^ Zaa U^ = 0. (6.) 

• t «' 

Jede lineare Gleichung zwischen den Parametern eines Grund- 
gebildes bestimmt eine Gerade desselben ; die lineare Relation , welche 
durch diese Gleichung zwischen den Parametern des anderen Grund- 
gebildes hergestellt wird, bestimmt die entsprechende Gerade im 
anderen Grundgebilde. Die lineare Gleichung 

«1^1 +«2^2 + «3^3 = 

bestimmt im ersten Grundgebilde die Gerade 

«1 «f «8 

und der entspricht hiernach im anderen Grundgebilde die Gerade 

Vi ^ yt ^ Vn ^ 

Der Geraden des zweiten Grundgebildes, welche durch die Gleichung 

^1«^, +^2*2 + ^3^^3 = 

bestimmt wird, d. h. der Geraden 

L*. = Y± ,= I± fQ\ 

ßi ft ft ^^-^ 

entspricht im ersten Grandgebilde die Gerade 

ü, Uf Ui_ 

SÄ^.ßt SA^.ß, — 2A^,ß,- (10.) 

» • t 

Sowohl die «j, «j, «3 in (7.), als auch /5,, ß^, ß^ in (9.) können 
wir aber bezüglich aus den Gleichungen (8.) und (10.) durch die 
Coordinaten irgend eines Punctes der durch diese Gleichungen be- 
stimmten Geraden ausdrücken. Wir erhalten so durch Elimination 
der a aus (7.) und (8.) als Gleichung der Geraden 

Vi ^ Vt ^ Vb 
^a^iü. Sai^ü^ ^«,3^7^» (11-) 

% i % 

welche Gleichungen durch Berechnung von CTj, Uj, C/3 sich als 
äquivalent erweisen mit 
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_U, Ut _ U, 

Z A,,V, - ZA^.V, - SÄ,,r, (12.) 

f t t 

und somit auch durch Elimination der ß aus (9.) und (10.) abge- 
leitet werden können. 

Schneiden sich nun irgend zwei entsprechende Gerade der beiden 
coUinearen Grundgebilde in einem Puncte, so genügen dessen Coor- 
dinaten den Gleichungen (11.), (12.), und offenbar umgekehrt: Jeder 
Punct, dessen Goordinaten diesen Gleichungen genügen, ist der 
Durchschnittspunct zweier entsprechenden Strahlen der beiden Bündel. 
Denn sind 

a, «2 «8 ^ '^ 

die Gleichungen des Strahles des ersten Bündels, welcher durch diesen 

Punct geht, so genügen die Goordinaten dieses Punctes, wie die 

Elimination von ü^y f/j, U^ aus (7.) und (11.) lehrt, auch der 

Gleichung 

Fl _ F, _ r, 

Sa^iCCf Züi^a^ Sa^^cc. , 
t t • 

• 

also der Gleichung des entsprechenden Strahles im anderen Strah- 
lenbündel. 

Der geometrische Ort der Durchschnittspuncte je zweier ent- 
sprechender Strahlen der beiden Strahlenbündel stellt sich nach den 
obigen Gleichungen (11.), da jede derselben eine Regelfläche repräsen- 
tiert (§ 51), als der gemeinsame Durchschnitt der drei Regelflächen dar: 

r^UaaUi — V.iEanUi = 

i i 

Fl SaifiUi — V^SanUi = 

Fj Zaiz Ui — F3 2Jai2 Ui = 0. 

Diese drei Regelflächen befinden sich aber, wie aus diesen Gleichungen 
sofort erkannt wird, nicht in unabhängiger Lage von einander. Zu- 
nächst springt in die Augen, dafs je zwei derselben sich in einer 
Geraden schneiden. Die erste und zweite haben die Gerade 

F, =0, UanUi^O, 

i 

die erste und dritte die Gerade 

F2 = 0, £ai2Ui = 0, 

i 

und die zweite und dritte Regelfläche die Gerade 

F3 = 0, 2ai,Ui = 
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gemeinsam. Durch die anderweitigen Durchschnittspuncte je zweier 
dieser Regelflächen geht aber auch die dritte hindurch. 
Um dies klar zu machen , setzen wir der Kürze halber 

• ■ 

* % 

F2 2:aaUi - F, Züi^Vi = B.^ 

i i 

V^UanUi — F, UanUi = -R3 . 

Dann ist: 

B| UünUi + R^ 2j<ii2 Ui == R^ £aid Ui . 

Es verschwindet somit R^ für die Coordinaten jedes Punctes^ der 
den Regelflächen R^ =: und R2 = gemeinsam und nicht in der 
Ebene Ua^ Ui^^O gelegen ist. Die Durchschnittspuncte der Regel- 

fläche iJj = und iJ^ = 0, welche in der Ebene UatzUi === ent- 

« 

halten sind, liegen aber, wie die Gleichungen dieser Regelflächen 
unmittelbar zeigen, alle in der diesen beiden Regelflächen gemein- 
samen Geraden 

F3 = 0, 2JaisUi = 0, 

i 

womit die obige Behauptung erhärtet* ist. 

Wir können aber offenbar jedes der drei Verhältnisse in (IL), 
abgesehen von einem gemeinsamen Factor, durch das der linken Seite 
der Gleichungen irgend zweier entsprechender Ebenen der beiden 
Strahlenbündel ersetzen. Denn sind m^, Wj» ^3 ii^g^i^d drei Con- 
stante, so ist jedes dieser Verhältnisse gleich 

W|F| + WgF, + WgFa 

• • • 

Der Ebene w, Fj + ^2 ^2 + ^3 ^3 = ^ ^^^ zweiten Bündels entspricht 
aber (6.) im ersten Bündel die Ebene 

• • • 

« « t 

Sind daher P = 0, (2 = und jR == die Gleichungen dreier Ebenen 
des ersten und P'=0, ^' = 0, iJ'=^0 jene der ihnen bezüglich 
entsprechenden Ebenen des zweiten Bündels, so stellen die Gleichungen 

JP J = 2 f' = ^ 5 ; (13.) 

wo j?, q, r von den Gleichungen der Ebenen abhängige Constante 
sind, den geometrischen Ort der Durchschnittspuncte je zweier ent- 
sprechender Strahlen der beiden Bündel dar. Jede dieser Gleichungen 
repräsentiert eine Regelfläche, von denen die eine oder auch alle 
Kegelflächen sein können, und von denen je zwei sich in einer Ge- 
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raden schneiden; die übrigen Durchschnittspuncte sind allen drei 
Regelflächen gemeinsam und die von ihnen gebildete Curve ist der 
gesuchte geometrische Ort. 

Die Gleichungen (13.) lehren unmittelbar noch eine andere Be- 
stimmungsweise der Curve. Die erste dieser drei Regelflächen wird 
durch die Gleichung dargestellt 

pPQ'-qQP'=0 

und kann daher jils das Ergebnis der beiden projectivischen Ebenen- 
büschel 

p + l<3 = o, P'+ig=o 

aufgefafst werden. Daraus folgt: 

„Jede Begelfläche und Kegelfläche, welche durch zwei ent- 
sprechende Ebenenbüschel der beiden coUinearen Strahlenbündel 
erzeugt wird, enthält die Durchschnittspuncte der entsprechenden 
Strahlen der beiden coUinearen Bündel." 

Wir können aber die drei Regelflächen 

pPQ'—qQP'=0, pPK-rP'R = Oy 

qQR'-rQ'R = 

auch als das Erzeugnis je zweier der drei projectivischen Ebenen- 
büschel 

betrachten. Da nun je zwei der drei Regelflächen eine Axe dieser 
drei Ebenenbüschel gemeinsam haben, so folgt : 

„Die Curve der Durchschnittspuncte der entsprechenden Strahlen 
zweier coUinearer Strahlenbündel ist der geometrische Ort der Durch- 
schnittspuncte der entsprechenden Ebenen dreier projectivischer Ebenen- 
büschel." Und umgekehrt: 

Da die Curve der Durchschnitt zweier Regelflächen ist, die einen 
Strahl gemeinsam haben, so wird sie von einer Ebene im Allge- 
meinen in drei Puncten geschnitten. Denn diese Ebene wird von 
jeder der beiden Regelflächen in einem Kegelschnitte geschnitten: 
also sind die vier Durchschnittspuncte dieser beiden Kegelschnitte 
den beiden Regelflächen gemeinsam. Da nun einer derselben ein 
Punct des den beiden gemeinsamen Strahles ist, so sind blos die drei 
übrigen Puncte Durchschnittspuncte der Ebene mit unserer Curve ; also : 

Die Curve wird von einerEbene im Allgemeinen in drei 
und nie in mehr als drei Puncten geschnitten; sie wird des- 
halb eine Raumcurve der dritten Ordnung genannt. 

Die Durchschnittspuncte der entsprechenden Strahlen 
zweier collinearer Strahlenbündel bilden eine Raum* 
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curve der dritten Orduung, die durch die Mittelpuncte der 
beiden Strahlenbündel hindurchgeht. Die Puncte der- 
selben werden aus je zwei entsprechenden Strahlen der 
beiden Bündel durch zwei projectivische Ebenenbüschel 
und aus j^edem ihrer Puncte durch eine Kegelfläcbe pro- 
jiciert. Die Curve kann auch als der Durchschnitt zweier 
Regelflächen aufgefafst werden, die einen Strahl ge- 
meinsam habeU; oder als der Ort der Durchschnittspuncte 
der entsprechenden Ebenen dreier projectivischer Ebe- 
nenbüschel. 

§ 69. 

Fortsetzung. 

Die Curve der dritten Ordnung zerfällt bei gewissen Lagen der 
beiden collinearen Strahleubündel. Da dieselbe der gemeinsame Durch- 
schnitt der drei Begelflächen 

qQE—rgR = 

ist, so werdeji sich ihre Degenerationen aus diesen Gleichungen er- 
geben. 

1) Haben beide Bündel eine Fläche gemeinsam, ist also etwa 
P^F\ so erscheint, wenn wir P und P' prim voraussetzen, die 
Curve als der gemeinsame Durchschnitt der drei Flächen 

P ipQ'- aQ)-0, P{pR^ rE) = 0, 

qQK'-rqR^O 

Der gemeinsame Durchschnitt dieser drei Flächen besteht aber aus 
zwei Curven: 1. dem Kegelschnitte, den die Regelfläche 

qQK—rqR = 
in der Ebene P = ausschneidet und 2. der Geraden 

denn jeder ihrer Puncte ist ein Punct der Regelfläche, da 

qQK— rQ'B = qQ {pR^ rR) - rR {pQ- qQ) 

ist, also seine Coordinaten der Gleichung der Regelfläche genügen. 
Die Curve dritter Ordnung zerfällt somit, im Falle die beiden 
collinearen Bündel eine Ebene entsprechend gemein haben, in einen 
£egelschnittt und eine Gerade. 

2) -Ist nicht nur qP^ P', sondern auch cfQ ^= §', so stellt sich 
die Curve der dritten Ordnung als der gemeinsame Durchschnitt der 
drei Flächen dar 
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(pa-qQ)PQ==0, PipR-rQB)^0', 

Q{ciB'—raR) = 0. 

Derselbe besteht aus den drei Geraden 

denn die Coordinaten jedes Punctes dieser drei Geraden genügen den 
Gleichungen jeder der drei Flächen. 

Wir erhalten so den Satz: 

„Ist die Verbindungslinie der Mittelpuncte zweier collinearer 
Strahlenbtindel ein sich selbst entsprechender Strahl, so zerföUt das 
Erzeugnis derselben in drei Gerade.*' 

Die Verbindungslinie der Mittelpuncte der beiden Strahlenbündel 
trägt in diesem Falle zwei entsprechende Ebenenbüschel der beiden 
colJineareh Bündel und es haben daher die beiden Bündel die Doppel- 
ebenen der beiden Ebenenbüschel gemeinsam. Und umgekehrt: Fallen 
zwei Paare entsprechender Ebenen der beiden coUinearen Bündel 
zusammen, so ist die Schnittlinie dieser beiden Ebenen — die Ver- 
bindungslinie der Mittelpuncte der beiden Strahlenbündel — ein sich 
selbst entsprechender Strahl. 

3) Ohne concentrisch zu werden , können die beiden Strahlen- 
bündel drei Paare entsprechender Ebenen gemeinsam haben, nur wenn 
die Verbindungslinie ihrer Mittelpuncte ein sich selbst entsprechender 
Strahl ist. Derselbe ist dann der Träger zweier entsprechender Ebenen- 
büschel der beiden collinearen Grundgebilde und diese können dann 
drei Paare entsprechender Ebenei). gemeinsam haben , ohne concen- 
trisch liegen zu müssen. Es fallen dann alle entsprechenden Ebenen 
der beiden Ebenenbüschel zusammen, da dieselben projectivisch sind 
und die beiden Strahlenbündel haben also in diesem Falle zwei Ebenen- 
büschel entsprechend gemein. 

Es läfst sich leicht zeigen, dafs unter dieser Voraussetzung jede 
ßegelfläche, welche durch irgend zwei entsprechende Ebenenbüschel 
der beiden collinearen Bündel erzeugt wird, in eine fixe Ebene und 
eine Ebene des gemeinsamen Ebenenbüschels degeneriert. 

Die Richtigkeit dieser Behauptung ergiebt sich unmittelbar aus 
der Bemerkung, dafs die beiden Ebenenbüschel eine sich selbst ent- 
sprechende Ebene gemeinsam haben § 55 oder auch auf folgende 
Weise, wenn wir die beiden Strahlenbündel auf entsprechende Elemente 
als Grundelemente beziehen. Sind CT und U\ Fund F', TFund W 
drei Paare entsprechender Ebenen der beiden Strahlenbündel, sind also 



0. 
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X^ü + k:,r + ^^W = und v^'+ V^' + VW^'=o 
deren Gleichungen; so haben in diesem Falle die Verwandtschafts- 
gleichungen der CoUineation die Form 

pA/=»»jAi, pAj's^mjAj, QX^'^^ff^zh' 
Haben die beiden Strahlenbündel ein Ebenenbüschel ent«iprechend 
gemein, so seien U^ ü' und V^V zwei Ebenen dieses Ebenen- 
büschels. Die Gleichungen der beiden Strahlenbüschel sind dann also 

i^ü+k^r + x^w=^o, A,'cr+ x^'r+ a/tf'— o. 

Sind daher A^, Aj, A^ und ft^, ftj; f^3 ^^^ Parameter irgend zweier 
Ebenen des ersten, A/, X2, A3' und /t/^ ft^', fij' die der entsprechenden 
Ebenen des zweiten Strahlenbündels, so erzeugen die beiden projec- 
tivischen Ebenenbüschel, welche von ihren Durchschnittslinien ge- 
tragen werden ; die Regelfläche 

m^X^U -{- m^X^V -\- fn^X^W, m, f*,C7'+ ^»2/^2^+ *^3f*3^' 

Da nun die entsprechenden Ebenen des gemeinsamen Ebenenbüschels 
zusammenfallen; so ist: 

Ai?7+ X^V = m^X^U+m^X^V 
(J^iU + yi^y = w, ftj U + m^fii^i 
daher ist die Gleichung unserer Fläche 

w, AjJ7-{- WjAjF-f- fn^X^W, m^fi^U-j- WjfCjF-}- WaftgTF 
oder 

(W—m^W')[m^ {|l^X^ — f^s^i) U + m., {(i^X^ - ^^X^) F] =0. 
Sie besteht somit aus der Ebene des gemeinsamen Ebenenbüschels 

Wi (f^iAg — figAi) ü+m^ {^^X^ — fijAj) F= 

und aus der festen Ebene 

Die Begelflächen, welche durch je zwei entsprechende Ebenenbüschel 
der beiden coUinearen Strahlenbüudel erzeugt werden, haben somit 
die Ebene W — m^W'= und die Verbindungslinie der Mittel- 
puncte der beiden Strahlenbündel gemeinsam. Es schneiden sich 
somit je zwei entsprechende Strahlen der beiden Strahlenbündel auf 
dieser Ebene W—m^W'=0. 

Wir gewinnen somit den Satz: 

Haben zwei collineare Strahlenbündel einen Ebenen- 
büschel gemeinsam, so liegen die Durchschnittspuncte 
ihrer entsprechenden Strahlen in einer Ebene. 



=0, 
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Man sagt von zwei coUinearen Strahleu bündeln, deren ent- 
sprechende Strahlen sich auf einer Ebene schneiden, sie seien oder 
lägen perspectivisch. Wir können mit Benutzung dieses Be- 
grüBfes den obigen Satz folgendermafsen aussprechen: 

Zwei collineare Strahlenbündel, die einen Ebenen- 
busch el entspreche nd gemeinhaben, liegen perspectivisch. 

4) Haben die beiden Strahlenbündel drei Ebenen , die nicht dem- 
selben Ebenenbüschel angehören, gemeinsam, sO fallen ihre Mittel- 
puncte zusammen, sie liegen concentrisch. Wir können in diesem 
Falle jeden der beiden Strahlenbündel auf dieselbeu drei Ebenen als 
Grundebenen beziehen. Es seien etwa U^ = 0, fTj = 0, JJj = 
diese drei Ebenen und 

die Gleichungen der beiden coUinearen Strahlenbündel, deren Elemente 
durch die Gleichungen 

()Aj = a^\K^ 4" öt|2«^2 I ^13"'3 5 9^2^=^ aji^j + 0^22^2 "T ^23 "'S ? 

()A3 s= (l^\\ + 0,^2*^2 \ ^33 "'S 

einander zugewiesen werden mögen. 

Die Frage nach dem geometrischen Orte der Durchschnittspuncte 
der entsprechenden Strahlen der beiden coUinearen Strahlenbündel 
entfallt hier offenbar, da sich alle Strahlen derselben im gemeinsamen 
Mittelpuncte schneiden; sollen daher zwei entsprechende Strahlen der 
beiden Strahlenbündel sich in noch einem Puncte schneiden, so fallen 
sie zusammen , was offenbar nur bei einer endlichen Anzahl der Fall 
sein kann. An Stelle der früheren Frage tritt also jetzt die Frage 
nach den zusammenfallenden entsprechenden Strahlen, oder, da die 
Ebene je zweier solcher Strahlen eine sich selbst entsprechende Ebene 
der beiden Strahlenbündel ist, die Frage nach den zusammenfallenden 
entsprechenden Ebenen der beiden Strahlenbündel. Sollen nun zwei 
entsprechende Ebenen unserer beiden Strahlenbündel zusammenfallen, 
so mufs ^1 ==' fcj 5 ^2 = ^2 5 A3 = A3 sein, und zur Bestimmung dieser 
Gröfsen dienen die beiden Gleichungen 

^1 __ ^;2 

a„ X, + a„ ^2 + «18 ^8 «21 ^1 + «M ^8 + «18 *8 

«81 ^1 + «88^8 + «88 ^8 ' 

aus denen sich -* und ^ berechnen lassen. Wir gelangen aber auch 

*8 *8 

zur Kenntnis dieser Gröfsen , indem wir zuerst den gemeinsamen Wert 
dieser drei Verhältnisse — bestimmen. Es bestehen nämlich dann 

Q 

die drei Gleichungen 
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(«11 — (>) ^I + «12^2 + «13^3 = 0| 

«21 ^1 + («22 — 9) ^2 + «23 ^3 = I , (L) 

«31^1 + «32^2 + («33 — Q) ^3 = OJ 

aus welchen sich aber l^, X^} ^3 ^^^ dann bestimmen lassen, wenn 
Q eine Wurzel der Gleichung 



^(«.) = 



«11- 


-9, a,2, 


«13 


«2U 


«22 9> 


«23 


«31 > 


«32 ; «33 


— 9 



= 0. 



Da diese Gleichung nach q vom dritten Grade ist, so bestehen drei 
Werte von q, für welche das Gleichungssystem (I.) auflösbar wird. 
Wir erhalten auf diese Weise drei Wertgruppen von A, , Aj , A3 , deren 
jede eine Doppelebene der beiden coUinearen Strahlenbündel be- 
stimmt. Somit: 

Zwei concentrische collineare Strahlenbündel be- 
sitzen drei Doppelstrahlen und drei Doppelebenen. 

Die Gleichung ^ ((»)»= hat mindestens eine reelle Wurzel, 
somit ist stets eine dieser drei Doppelebenen reell ; die beiden anderen 
sind gleichzeitig reell oder imaginär. Es ist aber auch stets einer 
der drei Doppelstrahlen reell. 

Denn ist 

^ = ^ = 5!» 

«1 «t «8 

die Gleichung eines Doppelstrahles ^ so müssen a,; a^^ a^ den Gleich- 
ungen genügen (7. und 8.) 

Sa^^tti Za^^a. ^Jch^a^ 

i i i 

«1 a« «8 

Der gemeinsame Wert dieser Verhältnisse q ergiebt sich daher aus 
den drei Gleichungen 

(«11 — 9)«i+ «I2«2 + «13«3 = 
«21 «1 + («22 — P) «2 + «23 «3 = ^ 
«31 «1 + «32«2 + («33 — 9) «3 = 

durch Elimination von «i, «j» «3- Zur Berechnung des 9 erhalten 
wir also auch hier die Gleichung ^{q) = 0, deren jede Wurzel 
daher einen Doppelstrahl der beiden concentrischen coUinearen Strah- 
lenbündel bestimmt. Jede Wurzel von ^(q) = bestimmt somit 
sowohl eine Doppelebene als auch einen Doppelstrahl der beiden con- 
centrischen coUinearen Strahlenbündel; also die reelle Wurzel sowohl 
einen reellen ' Doppelstrahl als auch eine reelle Doppelebene. 
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§ 70. 
Der Ebenenbüsohel der dritten Ordnung. 

Wir wenden uns nunmehr der Betrachtung des anderen Falles 
zu j in welchem die beiden coUinearen Grundgebilde gleichartig sind, 
des Falles^ dafs dieselben zwei coUineare ebene Systeme sind. Es 
steht dieser Fall dem eben behandelten Falle, in welchem die beiden 
Grundgebilde zwei Strahlenbündel waren, reciprok gegenüber und 
wir wollen daher, statt di« vorhergehenden Rechnungen und Schlüsse 
mit Berücksichtigung der veränderten Bedeutung der einzelnen Symbole 
zu wiederholen, gleich die erhaltenen Resultate mittelst des Gesetzes 
der Reciprocität auf den vorliegenden Fall übertragen. 

Jedem Puncte der Curve der dritten Ordnung entspricht reciprok 
eine Ebene und daher der Gesamtheit ihrer Puncte, als einer einfach 
unendlichen Reihe, eine einfach unendliche Reihe von Ebenen. Dieselbe 
wird eine Developpable oder umhüllende der dritten Klasse 
oder auch ein Ebenenbüschel der dritten Ordnung genannt, 
da, nach dem Gesetze der Reciprocilät, durch jeden Punct des Raumes 
drei Ebenen dieses Gebildes hindurchgehen. 

Jeder Regelschar, aufgefafst als das Erzeugnis zweier reciproker 
Ebenenbüschel, entspricht reciprok das Erzeugnis zweier reciproker 
Punctreihen, deren Träger sich nicht schneiden, also wieder eine 
Regelschar. Der Leitschar der einen entspricht die Leitschar der 
anderen ; jeder Berührungsebene der einen ein Punct der anderen etc. 
Somit ergiebt sich aus § 68: 

Die Verbindungsebenen entsprechender Strahlen 
zweier collinearer ebener Systeme bilden einen Ebenen- 
büschel der dritten Ordnung, dem auch die Träger der 
beiden ebenen Systeme angehören. Die Ebenen desselben 
werden von je zwei entsprechenden Geraden der beiden 
ebenen Systeme in projectivischen Punctreihen und von 
jeder Ebene in einem Strahlenbüschel der zweiten Ord- 
nung geschnitten. Der Ebenenbüschel der dritten Ord- 
nung stellt sich auch dar als die Gesamtheit der gemein- 
samen Berührungsebenen zweier Regelflächen, die einen 
Strahl gemeinschaftlich haben, auch als der Inbegriff 
aller Ebenen, die durch die entsprechenden Puncte dreier 
projectivischer Punctreihen bestimmt werden. 

Der Ebenenbüschel der dritten Ordnung zerfällt bei besonderen 
Lagen der beiden coUinearen ebenen Systeme (§ 69). 

Haben die beiden Systeme einen Punct ihrer Schnittlinie ent- 
sprechend gemein, so zerfällt der Ebenenbüschel der dritten Ordnung 
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in eine Gerade und einen Ebenenbüschel der zweiten Ordnung; dessen 
Mittelpuuct jener Punct ist. 

Haben die beiden coUinearen Systeme zwei Puncte ihrer Schnitt- 
linie entsprechend gemein, so zerfallt der Ebenenbüschel der dritten 
Ordnung in drei Gerade, von denen die eine die Schnittlinie der beiden 
Systeme ist, während jede der beiden anderen durch einen der beiden 
sich selbst entsprechenden Puncte der Schnittlinie hindurchgeht. 

Liegen auf der Schnittlinie der beiden coUinearen Systeme drei 
sich selbst entsprechende Puncte der beiden Systeme, so haben sie 
die beiden Punctreihen auf der Schnittlinie gemeinsam; dann liegen 
je zwei entsprechende Gerade der beiden ebenen Systeme in einer 
Ebene ; und alle diese Ebenen sowohl als auch die Verbindungslinien 
je zweier entsprechender Puncte gehen durch einen Punct des Baumes. 
Nennen wirnun zwei collineare ebene Systeme^ bei denen die Verbindungs- 
linien entsprechender Punct« sich in einem Puncte vereinigen; per- 
spectiv isch; so haben wir den Satz: 

Haben zwei collineare ebene Systeme eine Punctreihe 
entsprechend gemein, so liegen sie perspectivisch. 

Haben endlich die beiden coUinearen ebenen Systeme drei Puncte 
ihrer Ebenen entsprechend gemein , so fallen sie in einander. Die 
beiden Systeme besitzen dann drei Doppelpuncte und somit auch 
drei Doppelgerade. In jeden dieser beiden Tripel von Doppelele- 
menten ist mindestens ein Element reell; die beiden anderen sind in 
beiden Tripeln gleichzeitig reell oder imaginär und werden stets 
von den reellen Elementen des anderen Tripels getragen 

Zwei in einander liegende collineare ebene Systeme 
haben drei Doppelpuncte und drei Doppelgeraden, von 
welchen mindestens ein Doppelpunct und eine Doppel- 
gerade reell ist. 

§ 71. 
Die Baumeurve tmd der Ebenenbüsohel der dritten Ordnung. 

Die Baumeurve und der Ebenenbüschel der dritten Ordnung stehen 
nicht allein einander reciprok gegenüber ; sondern auch noch in einer 
anderen engen Beziehung; welche wir nunmehr erörtern wollen. Zu- 
nächst soll aber aus der Entstehungsweise der beiden Gebilde (§ 68 
nnd § 70) eine neue analytische Bepräsentation derselben hergeleitet 
werden , bei welcher Ableituug wir aber nur das eine der beiden Ge- 
bilde zu berücksichtigen braucl]en; da die für das eine gewonnenen 
Resultate sich nach dem Gesetze der Beciprocität auf das andere 
werden übertragen lassen. 

Wir wollen etwa die Baumeurve der dritten Ordnung unserer 

14* 
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Untersuchung zu Grunde legen und von der Eigenschaft derselben 
ausgehen, dafs sie der geometrische Ort der Schnittponcte je dreier 
entsprechender Ebenen dreier projectivischer Ebenenbüschel sei. Es 
seien nun 

Jf ^ mj a;, + «»20:2 + •'b^a + ^4 ^4 ' 

N = n^x^ +n^X2 + «3 ^3 + »4 ^4 

P = Pi^l + P2^2 + PZ^Z + Pi ^4 

Q = üt^t + i2^2+ «3 ^3 + ^4 ^4 

-R = n ^1 + *'2«2 + ^3^3 + U ^4 

iSf = 5j a^i + «2 % + h ^3 + «4 ^4 ^ 

die sechs Grundebenen der drei die Raumcurre erzeugenden Ebenen- 
büschel. Werden diese selbst dargestellt durch: 

M+lN=0] P+Aö = 0; R + X8 = 0, (2.) 

so ist der Durchschnittspunct je dreier Ebenen, welche in diesem 
Gleichungssjsteme durch dasselbe l bestimmt werden, ein Punct der 
Gurve. 

Berechnen wir aber aus (2.) die Coordinaten dieses Pnnctes, so 
ergeben sie sich in der Form: 

QX^ = OoA» + a, A» + OjA + 03 

QX^^h^X^ + h,X^ + b^l + b^ 

QX^ =» Co A» + c,A' + c,A + C3 

9X, = d.X^ + d,X^ + d^X + d^, 

wo 9 einen Proportionalitatsfactor bedeutet. Setzen wir daher 

ai¥, + b^u^ + CjHj + d^u^ = M^ 

03<«1 + h^ + C^U^ + ^^4 = ^3 y 

so ist, wenn wir die fi|, n^, 1%^ M4 als Ebenencoordinaten betrachten, 

JfoA» + 3f, A» + M^X + Jtf, = (3.) 

die Gleichung des Curvenpunctes. Es stellt also die Gleichung (3.) 
för jeden ^ert des X einen Punct unserer Curve dar, und lassen wir 
daher hierin das X alle Werte yon — 00 bis 4~ ^^ durchlaufen, so 
erhalten wir die Gesamtheit aller Punete der Gurre. Wir können 
somit die obige Gleichung als eine analytische Darstellung dieser 
CurTe betrachten« 

DaTs auch umgekehrt jede deraiüge Gleichung eine Gurre der 
dritten Ordnung repräsentiert, ist an sich klar; wir können uns aber 
hierron auch in folgender Weise überzeugen, die zu einer neuen 
analytischen Darstellung der Gurre filhrt. 
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Gehen wir von (4.) zu den Coordinaten des Curvenpunctes zurück, 
80 werden wir wieder auf die Gleichungen (3.) geführt. Bezeichnen 
wir nun in der Determinante 27 + ag &| Cj d^ die Subdeterminante 
irgend eines Elementes mit demselben Index und denselben aber 
grofsen Buchstaben, so ist, wenn wir der Kürze halber 

A^x^ + B^x^ + C^x^ + B^Xj^ ^ TTj 

-^3^1 1 B^X2 H" ^3^3 "T -^3^4 ^ ^3 

setzen , 

Wo: W^: W^i W^ ^ X^ : X^ : l : \ . (4.) 

Hieraus ergiebt sich auch 

Wo — 3iW^ = TFi — ATTj — O W^-- XW^ = 0, (5.) 

und es ist also der Durchschnittspunct je dreier Ebenen, welche hier- 
aus durch dasselbe A bestimmt werden, ein Punct der Gurve. Die 
Curve erscheint sonach als das Erzeugnis der drei projectivischeu 
Ebenenbüschel (5.). Zu dieser Darstellung der Curve hätten wir auch 
unmittelbar gelangen können, welche Thatsache neuerdings beweist, 
dafs die Gleichung (3.) eine allgemeine Curve der dritten Ordnung 
repräsentiert. Denken wir uns nämlich die Curve durch eine Ebene 
TF| « geschnitten und projicieren .wir aus zwei von den drei in 
dieser Ebene gelegenen Secanten die Curvenpuncte, so sind die beiden 
projicierenden Ebenenbüschel zu einander projectivisch, da sie einen 
Kegel erzeugen (§ 68). Ist daher Wq = die Ebene, die in dem 
einen, und IFj == die Ebene, die in dem anderen Ebenenbüschel 
der Ebene TT, = entspricht , so können die beiden Ebenenbüschel 
durch die Gleichungen 

Wo-XW^=0 W^ -^1^2 = 

dargestellt werden. Projicieren wir nun die Curvenpuncte auch aus 
einer anderen der in der Ebene W^ == gelegenen drei Secanten der 
Curve, so ist der so entstehende Ebenenbüschel zu dem Ebenen- 
büschel TT, — ATFj = in Ansehung der Ebenen, welche denselben 
Curvenpunct projicieren, projectivisch. Nun projicieren die Ebenen 
TTj =* Q des einen, und 1^2 = des anderen Ebenenbüschels den- 
selben Punct; entspricht daher der Ebene TF^ = als Ebene des 
Büscilels TF, — ATFj = im neuen Büschel die Ebene TF3 = 0, so 
wird dieser durch die Gleichung dargestellt: TFj — ATF3 =0. Es 
stellt sich sonach die Curve als der Ort der Durchschnittspuncte der 
entsprechenden Ebenen der drei projectivischeu Ebenenbüschel dar: 

TTo — ATTi = 5 TTi — ATTj = ; TF^ - ATTg = . 
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Das Gesetz der Reciprocitat lehrt nun unmittelbar, dafs der Ebenen- 
bündel der dritten. Ordnung gleichfalls durch eine Gleichung von der 
Form (3.), wo aber die Groisen Mq, Jf,, -üfj, M^ linear nach Punctcoor- 
dinaten sind, oder durch drei Gleichungen von der Form (4.) oder (5.), 
worin Tfo = 0, TTj = 0, TTj = 0, TTg = vier Punctgleichungen 
bezeichnen, dargestellt wird. 

§72. 
Fortsetzting. 

Jeder Parameterwert in dem Gleichungssysteme 
W^-XW^ = 0, TTi — ATF2 = 0, W^ — kW^ = (5.) 
bestimmt also einen Punct der Curve. Ist nun 

ein zweiter Curvenpunct, so müssen sich für jede Ebene, welche 
durch beide Curvenpuncte hindurchgeht, sechs Constante, w, w, ^, 
und my n, pj auffinden lassen, § 38, dergestalt, da(s 

mCTTo- ATT,) + n{W^ — ^W^) + p(,W^ — XW^) 

Diese Identität kann aber nur bestehen, wenn die sechs Constanten 
den Bedingungen genügen 

m = m] mX — n = m' X — v! 

p — nk =p — n'X ; pk ^^pk, 

welche sich in die eine zusammenziehen lassen: 

{mk'-\- n)k'= — p . 
Es stellt daher 

m[W^ — kW^ - k'^W^ - kW^)] 

+ n[W, --kW,-- k\W, - kW,)] =» 0, (6.) 

worin n und m bewegliche Gröfsen sind, eine Ebene dar, welche 
durch die beiden gegebenen Puncto hindurchgeht. 

Die Secante ist daher durch die beiden Gleichungen bestimmt: 

W,~(k + X)W, + kXW, = 0^ 

W,-{k + X) TFj + A A' TTg = r ^ '^ 

von denen sich die zweite aus (6.) für m = und die erste für 
m == 1 , w = — A' ergiebt. 

Läfst man nun die beiden Curvenpuncte zusammenfallen, so geht 
die Secante in eine Tangente über und es wird somit die Tangente 
im Puncto P, welcher dem Parameter A zugehört, durch die beiden 
Gleichungen bestimmt, welche sich aus (7.) für A «» A' ergeben, 
also durch 
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TT, - 21W, + X-'W, 

Jede Sbene, welche durch eine Tangente der Curye hindurchgelegt 
wird, berührt ebenfalls die Curye im Berührungspuncte der Tangente 
und wird deshalb eine Tangentialebene der Curve genannt. Der 
Gleichung derselben läfst sich somit immer die Form geben: 

(TF, -^ 2XW^ + X^W,) + <t (TT, - 2kW, + PW,) = 0, 

WO f( einen Parameter bedeutet. Jede dieser Ebenen hat offenbar 
mit der Curve aufser dem Berührungspuncte der Tangente, in welchem 
zwei der drei Schnittpuncte der Ebene mit der Curve zusammenfallen, 
noch einen Punct gemeinsam. Bezeichnen wir nun den Parameter 
dieses Punctes in (5.) mit A| , so können wir aus der obigen Gleichung 
der Berührungsebene fi durch diesen Parameter ausdrücken. Denn 
es bestehen dann für die Coordinaten dieses Punktes die Gleichungen 

TTo + (p - 2k)W^ + {X- 2ii,)lW, + iiX^W, = 0, 
woraus für (i die Gleichung folgt 

und hieraus ergiebt sich 

Also ist die Gleichung der Ebene, welche die Curve im Puncte X 
berührt und im Puncte Aj schneidet: 

w, - (2A + x,)W, + (x + 2x,)W^ - xn^w, = 0. 

Für die Ebene nun, deren Gleichung hieraus für X =^ X^ hervorgeht, 
vereinigt sich auch der dritte Schnittpunct mit dem Berührungspuncte 
A; sie hat also mit der Curve drei zusammenfallende Puncte gemein- 
sam. Eine solche Ebene wird eine Osculations- oder Schmiegungs- 
ebene der Curve im Puncte X genannt; ihre Gleichung ist: 

Wo — ^XWy + S^TTj — X^W^ = 0. 

Aus der Form dieser Gleichung folgt unmittelbar, dafs wenn wir 
bierin X als einen Parameter ansehen, die sämtlichen Ebenen, welche 
sich aus derselben ergeben, einen Ebenenbüschel der dritten Ordnung 
bilden (§ 71). 

Wir erhalten somit den Satz: 

Die sämtlichen Osculationsebenen einer Curve der 
dritten Ordnung bilden einen Ebenenbüschel der dritten 
Ordnung. 

Da die Baumcurve und der Ebenenbüschel der dritten Ordnung 
einander reciprok gegenüberst-ehen , so folgt hieraus wieder nach dem 
Gesetze der Reciprocität: 

Die Schnittpuncte je dreier unendlich benachbarter 
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Ebenen eines Ebenenbüschels der dritten Ordnung bilden 
eine Baun^curve der dritten Ordnung. 

§ 73. 

Es obliegt uns nun noch den Fall zu untersuchen^ in welchem 
die beiden coUinearen Grundgebilde ungleichartig, also ein Strahlenbün- 
del und ebenes System sind. Es läfst sich aber dieser Fall zurückführen 
auf die Betrachtung zweier collinearer concentrischer Strahlenbündel, 
indem wir das ebene System vom Mittelpuncte des Bündels aus pro- 
jicieren, oder zweier collinearer in einander liegender ebener Systeme, 
indem wir den Strahlenbündel durch den Träger des ebenen Systems 
schneiden. Auf diese Weise erhalten wir aus den Sätzen über con- 
centrische collineare Strahlenbündel oder in einander liegende collineare 
ebene Systeme (§ 69 und 70): 

Sind ein Strahlenbündel und ein ebenes System collinear, so 
gehen im Allgemeinen drei Strahlen des Strahlenbündels durch ihre 
entsprechenden Puncte und drei Ebenen des Strahlenbündels durch 
ihre entsprechenden Geraden des ebenen Systems. 

In jedem dieser beiden Tripel von Elementen ist wenigstens ein 
Element reell; die beiden anderen sind gleichzeitig reell oder imaginär 
und werden stets von dem reellen Elemente des anderen Tripels 
getragen. 

§ 74. 
• Übungen. 

1) Sind zwei Ebenenbüschel eines Strahlenbündels projectirisch 
zu zwei Ebenenbüscheln eines anderen Strahlenbündels, so kann ver- 
möge dieser beiden Paare projectivischer Ebenenbüschel jeder Geraden 
des einen wieder eine Gerade des anderen Strahlenbündels zuge- 
ordnet 'werden. Welches Gebilde constituieren nun die Strahlen, die 
den Strahlen eines Strahlenbüschels des anderen Strahlenbündels ent- 
sprechen? In welchem Falle ist dieses Gebilde wieder ein Strahlen- 
büschel und sind somit die beiden Strahlenbündel coUinear zu einander? 

Anl. § 54. 

2) Zwei Ebenenbüschel eines Strahlenbündels sind projectivisch 
zu zwei Strahlenbüscheln eines anderen Strahlenbündels; man kann 
dann jeder Geraden des ersten Strahlenbündels, als dem Durchschnitt 
zweier Ebenen der beiden Ebenenbüschel, die Verbindungsebene der 
entsprechenden Strahlen der beiden Strahlenbüschel zuweisen. Welches 
Gebilde umhüllen nun die Ebenen, welche den Strahlen eines Strah- 
lenbüschels des ersten, oder erfüllen die Geraden, welche den Ebenen 
eines Ebenenbüschels des zweiten Strahlenbündels entsprechen? Unter 
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welchen Bediugungen sind diese Gebilde einförmige Grundgebilde 
und somit die beiden Strahlenbündel zu einander reciprok? 

3) Die (1.) und (2.) analogen Untersuchungen für zwei ebene 
Systeme , oder ein ebenes System und einen Strahlenbündel durchzuführen . 

Anmerkung. Man nennt die in (1.), (2.) und (3.) angedeutete 
Verwandtschaft zwischen Grundgebilden der zweiten Stufe, bei welcher 
Elementen der einen Art im anderen Grundgebilde wieder Elemente 
desselben entsprechen, jedoch Elementen der anderen Art Gebilde 
des zweiten Grades zugeordnet sind, eine quadratische Ver- 
wandtschaft. 

4) Sind ein Strahlenbündel und ein ebenes System reciprok und 
zieht man durch jede Gerade des Systems eine Ebene parallel zu 
seinem entsprechenden Strahl und durch jeden Punct eine Gerade 
parallel zu seiner entsprechenden Ebene, so umhüllen alle diese 
Ebenen eine Fläche der zweiten Classe, welche die unendlich ferne 
Ebene berührt. 

5) Sind ein Strahlenbündel und ein ebenes System coUinear und 
zieht man durch jeden Punct des letzteren eine Parallele zu seinem 
entsprechenden Strahle, so bildet die Gesamtheit der Ebenen, deren 
jede irgend zwei dieser Parallelen enthält, einen Ebenenbüschel der 
dritten Ordnung. 

6) Sind zwei Strahlenbündel reciprok, so bilden die Strahlen des 
einen Strahlenbündels, welche ihren entsprechenden Ebenen im an- 
deren Strahlenbündel parallel sind, einen Kegel; und die entsprechenden 
Ebenen des anderen Strahlenbündels somit einen Ebenenbüschel der 
zweiten Ordnung. 

Anl. S. 197. 

7) Sind zwei Strahlenbündel collinear, so existieren in jedem drei 
Ebenen, welche ihren entsprechenden Strahlen des anderen Bündels 
parallel sind. 

8) Von den Puncten eines ebenen Systems werden auf die ent- 
sprechenden Ebenen eines zu demselben reciproken Bündels Senk- 
rechte gefällt; zur Entstehung welches Gebildes geben diese Geraden 
Veranlassung? 

9) Den geometrischen Ort der Ebenen eines Strahlenbündels zu 
suchen, welche auf ihren entsprechenden Ebenen eines collinearen 
Strahlenbündels senkrecht stehen. 

10) Wie viele Strahlen eines Strahlenbündels stehen auf ihren 
entsprechenden Ebenen eines reciproken Strahlenbündels senkrecht? 

11) Zwei Ecken eines Dreiecks bewegen sich in festen Geraden, 
während die denselben gegenüberliegenden Seiten sich um fixe Puncte 
drehen; welches ist der Ort der Verbindungslinie dieser Ecken? 
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12) Zwei Ecken eines Dreiecks bewegen sich in festen Ebenen, 
während jede seiner Seiten sich um einen fixen Punkt dreht; welche 
Curve beschreibt die dritte Ecke? 

13) (n — 1) Ecken eines räumlichen w-Ecks bewegen sich in 
festen Ebenen, während jede seiner Seiten sich um einen fixen Punct 
dreht; welche Curve beschreibt die n*® Ecke? 

(n — 1) Seiten eines räumlichen Polygons drehen sich um feste 
Puncte, während eine Ecke der n^^" Seite sich in einer Geraden und 
alle übrigen (n — 1) Ecken sich in festen Ebenen bewegen; welche 
Fläche erzeugt die w'® Seite durch ihre Bewegung? 

14) Haben zwei coUineare ebene Systeme, die in verschiedenen 
Ebenen liegen, in ihrer Schnittlinie zwei entsprechende Gerade ver- 
einigt, so bilden die Verbindungslinien entsprechender Puncte der 
beiden collinearen Systeme eine lineare Congruenz. Und umgekehrt: 
Eine lineare Congruenz wird von je zwei durch einen Strahl derselben 
gelegten Ebenen in zwei collinearen ebenen Systemen geschnitten. 

15) Wie lauten die reciproken Sätze von 14? 

16) In welcher Lage befinden sich zwei in einander liegende coUi- 
neare ebene Systeme oder Strahlenbündel, wenn für eine Wurzel der 
Gleichung § 66 
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die sämtlichen Subdeterminanten zweiten Grades der Determinante 
z/(p) verschwinden? 

17) Lassen sich zwei projectivische ebene Systeme stets und in 

wievielerlei Weise perspectivisch legen? 

Anl. Liegen zwei ebene Systeme perspectiviBch , so ist offenbar die Schnitt- 
linie ihrer Träger parallel zu jeder Geraden, welche in dem einen Systeme der 
unendlich fernen Geraden des anderen Systems entspricht, der sog. Fluchtlinie 
oder Gegenaxe des Systems. Es läfst sich nun leicht zeigen, dafs in jedem der 
beiden Systeme zwei Panctreihen bestehen, deren jede ihrer entsprechenden 
Panctreihe im anderen Systeme gleich und der Fluchtlinie ihres Systems parallel 
ist. Am einfachsten gelingt dieser Nachweis bei Benutzung der gewöhnlichen 
Coordinaten unter Anwendung von § 4, 2 und § 3, 1. » 

18) Zwei coUineare Strahlenbündel besitzen einen entsprechenden 
rechtwinkligen Dreikant , d. h. es bestehen in jedem Bündel drei 
Ebenen, die ebenso wie ihre entsprechenden im anderen anf einander 
senkrecht stehen. 

Anl. Wir verschieben die beiden Bündel derart, dafs ihre Mittelpuncte 
in den Coordinatenanfangspunct des rechtwinkligen Systems zu liegen kommen, 
auf welches sie bezogen werden. Es werden dann die Coordinatenebenen zu 
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Grundelementen der beiden Bündel angenommen, auf welche bezogen die Ver- 
wandtschaft durch die Gleichungen ausgedruckt sei 

Qh = «ii^i + «tt^t + «13*3 ; <^*i *- «II^l + «fl^« + «8. ^8 

^ 1, = Ojifc, + a„A;, + «18*^8 ; 0*8== «18 ^1 + «88 ^8 + «88 *8 

Qlt^ «81*^1 + <hi^ + «88*8 ; ^h = «18^1 + «88^8 + «88*3 . 

WO cr,j^ die Subdeterminanie von a^j^ in ^ ± <*ii ^ ^ ^^' 

Man stelle nun die Gleichung der Geraden auf, welche auf der Ebene 
ÜJ : XfX + Ifif + X^z ^=:» des ersten Bündels senkrecht steht (§ 22, 3). Als Be- 
dingung, dafs die dieser Geraden entsprechende Gerade des anderen Bündels 
auf der der Ebene E entsprechenden ebenfalls senkrecht stehe, findet sich dann 

f «U^— ^-?«a^; f «.2*1= P? «12*2 J f «,s*.= P^«,3*. ? 
t t i t i t 

dieses Gleichungssjsjsm kann mittelst eines Proportionalitätsfactors q ersetzt 
werden durch 

i i i i i i 

oder 

*i {^^\^ - (?) + *8 ^ai^«2A* + ^3-2^«!/* «3m == 

^l^^lfi<*9/i + *2 '2?«2/i»3;* + *3 ('^^«^/u — P) =» <> . 

Setzt man der Kürze halber ^a,. a^ ssil,.^, so wird q durch die Gleichung 
bestimmt ^ 

-^81 » -^88 — 9 > -^88 *" ^ > 
•^1» -^88» «^88 — Q 

wo J.,.j^ SB il^^. ist. Es läfst sich nun leicht zeigen, dafs diese Gleich- 

ang lauter reelle Wurzeln besitzt Denn wäre Q = i-\'irji und demnach 
Xj. = {^ -{- irnj^ , so bestünden folgende sechs Gleichungen, welche sich aus 

i i 

für X; SS 1 , 2, 3 ergeben. Somit wäre far irgendwelches k 

» » 

Die Addition dieser Gleichungen für A; => 1 , 2, 3 liefert somit, wegen Af]^ = Äj^^ .. 

»»fCV + «*') = <», 

woraus 17 =3 o folgt. 

17) Besitzen zwei collineare Strahlenbün'del entsprechende Ebenen- 
büschel, die gleich sind? 

Anl. Man bringe die beiden coUinearen Strahlenbündel derart in concen- 
trische Lage, dafs die entsprechenden Ebenen der beiden entsprechenden recht- 
winkligen Dreikante zusammenfallen. 

Auf diese als Grundebenen bezogen seien die Gleichungen der beiden Bündel 

ifi|X,a? 4- mfX^y + m^X^z = , 
wo die m gegebene Constante bedeuten. Es bestimmen nun 



m,ni 


m^^lt 


Wj^Xg 


h 


h 


^8 


«1 


«t 


«3 
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ofi^i + cfjli + ofj^a 
einen Ebenenbüschel im ersten Grund gebilde. Damit irgend zwei auf einander 
senkrecht stehenden Ebenen dieses Ebenenbüschels im anderen Grundgebilde 
wieder zwei derartigen Ebenen entsprechen, müssen die a für jedes X aufser der 
obigen Gleichung noch der Gleichung genügen: 



= 



Aus dieser Bemerkung erhält man zur Bestimmung der a drei homogene Gleich- 
ungen, von denen aber zwei identisch sind. 
Hiermit ist auch die Frage beantwortet. 

20) Auf wie viel Arten lassen sich zwei coUineare Strahlen- 
bündel perspectivisch legen? 

21) Besitzen zwei coUineare Bündel gleiche entsprechende 

Strahlenbüschel; und wie viele? 

Anl. Ergiebt sich am einfachsten aus (20.)» wenn man zu jedem der beiden 
Strahlenbündel den concentrischen reciproken construiert, dessen jedes Element 
auf seinem entsprechenden Elemente im reciproken Bündel senkrecht steht. 

22) Sind zwei Strahlenbündel reciprok, so besteht in jedem der- 
selben ein rechtwinkliches Dreikant; dem im anderen ein rechtwink- 
liges Dreiflach entspricht. 

Anl. Ergiebt sich aus 18. und Anl. zu 21. für eines der Bündel. Oder 
dadurch, dafs der eine Bündel in den Mittelpunct des anderen verschoben wird 
und Anl. zu 21 für einen der Bündel, mit Anwendung von § 69. Hieraus er- 
giebt sich wieder der Satz 18. 

23) Wie vereinfacht sich der Satz (22.), wenn die beiden reci- 
proken Bündel involutorisch liegen? 

24) Besitzt jedes von zwei reciproken Strahlenbündeln Ebenen- 
büschel; die ihren entsprechenden Strahlenbüscheln im anderen Grund- 
gebilde gleich sind, und wie viele? 

Anl. Zu 21 auf eines der Bündel angewandt und 19. 

25) Wie oft schneidet in einem involutorischen Strahlenbündel 
ein Ebenenbüschel den Träger des entsprechenden Strahlenbüschels 
in einem demselben projectivisch gleichen Strahlenbüschel? 

Anl. Man beziehe die beiden Gmndgebilde auf das mit seinem entspre- 
chenden rechtwinkligen Dreikant zusammenfallende Dreiflach (23.) , welches man 
zum rechtwinkligen Goordinatensystem und dessen Ebenen man zu den Grund- 
ebenen der beiden reciproken Bündel annehme. Man stelle nun die Gleichung 
einer Ebene des einen Bündels, welche auf einer angepommenen 2|, Z,, X^ in 
einem supponierten Strahle {a^ , a%, a^ senkrecht steht. Die Gleichung, welche 
die Bedingung ausdrückt, dafs die diesen Ebenen entsprechenden Strahlen eben- 
falls auf einander senkrecht stehen , liefert dann aus der Variabilität des X, , X^ 
Z, Gleichungen, welche a|, a^ und a, bestimmen. 
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26) Ist von den drei ebenen Systemen 2J^, U^ und U^ jedes zu 
den anderen perspectivisch^ so liegen ihre drei Collineationscentra in 
einer Geraden. Wie lautet der reciproke Satz? 

27) Die Bedingung aufzusuchen, unter welcher die Gleichung 

+ 2aj^X2X^ + a^^x^^ + 2a2^x^x^ + 2a^x^x^ + a^^x^^ = 
eine Kegelfläche darstellt. 

Anl. Sind J&j + i^ = und E^+mlEt^O die Gleichungen zweier 
projectiyischer Ebenenbüschel, welche die Eegelfläche erzeugen, und ist 

i?! = t«i a?! + u, rc^ + t*8 «8 + **4 a?4 
JE^ = »1 a?! + Vf a?t + ^8 a?8 4" ^i ^4 

^/= tt,'«, + tfi'iBi + l*8'a?S + «*4'a?4 

Ei=v{xi + i?,'«t + t?8'a:8 + V^4 » 
so müssen die Gleichungen zusammen bestehen 

a,8 -= w («!<+ »at^«') — («^i<+ «aO 
ai4 =- w (t*i»4'+ U4V,') — {ViU^+ u^v^) 

u. s. f. 

Bezeichnen nun |i, St* £3» I4 ^i® Coordinaten des Durchschnittspunctes der vier 
Ebenen JB7|=:0, ^2 = 0) i^s^^^i ^4=»0, so folgt aus den oben stehenden 
vier Gleichungen 

OllSl + ««£2 + «18 Is + «1414 =• . 

Aus jeder der drei übrigen Gruppen von vier Gleichungen des obigen Systems, 
in welcher die Constanten a denselben vorderen Index besitzen , folgt eine dieser 
analoge Gleichung. Damit nun diese vier nach |i, £2» Ss» £4 homogenen Gleich- 
ungen zusammen bestehen können, mufs 

«in «it» «iB» «14 
«*!» «221 ««3» ««4 

«81» «82» «38» «84 
«41» «42, «48, «44 

28) Unter welcher Bedingung stellt die nach x^^ x^^ x^y x^ 
homogene quadratische Gleichung eine Regelfläche dar? 







Elftes Oapitel. 
Collineation und' Reciproeitat räamliclier Systeme. 

§ 75. 

In ganz derselben Weise, wie wir in den vorhergehenden Ab- 
schnitten die Elemente zweier Grnndgebilde der ersten oder zweiten 
Stufe in Beziehung zu einander setzten, können wir auch die Ele- 
mente zweier räumlichen Systeme einander zuordnen, indem wir deren 
Coordinaten durch Gleichungen mit einander verknüpfen. Bei der 
grofseren Zahl Elemente, die das räumliche System besitzt^ wird sich 
zwischen zwei räumlichen Systemen auch eine grofsere Mannigfal- 
tigkeit von Verwandtschaften aufstellen lassen, als bei den Grund- 
gebilden der zweiten Stufe. In der That können ja auch die Gleich- 
ungen, welche die Beziehung zwischen den Elementen der beiden 
räumlichen Systeme ausdrücken, durch die Verbindung aller drei 
Coordinatenarten , der Punct-, Ebenen- und Liniencoordinaten ge- 
bildet werden. Doch wurden von der Menge Verwandtschaften, die 
aus diesem Grundgedanken fliefsen, bis jetzt zunächst nur solche be- 
rücksichtigt, in deren Verwandtschaftsgleichungen allein Punct- und 
Ebenencoordinaten der beiden räumlichen Systemen verbunden sind. 
Hier wollen wir nun, ebenso wie in den vorhergehenden Fällen, blofs 
jene Zuordnung der Elemente erörtern, bei welcher die Elemente der 
beiden Systeme einander eindeutig entsprechen. Bei dieser Zuordnung 
müssen wir berücksichtigen, dafs von den Elementen eines räumlichen 
Systems: Punct, Ebene und Gerade^ die beiden ersten Trager von 
Grundgebilden der zweiten und die Gerade der Träger eines Grund- 
gebildes der ersten Stufe ist. Soll daher die Zuordnung derart sein, 
dafs jedem Elemente des einen Systems, das von einem anderen A 
getragen wird, im anderen Systeme ein Element entspricht, das von 
dem A entsprechenden getragen wird, so können nur die Träger 
von Grundgebilden der zweiten oder ersten Stufe einander als ent- 
sprechende zugewiesen werdeu. 

Wir werden hiernach zwei derartige eindeutige Verwandtschaften 
zu unterscheiden haben. Bei beiden entspricht einer Geraden des 
einen Systems im anderen Systeme wieder eine Gerade; aber bei der 
einen sind von den Trägern der Grundgebilde der zweiten Stufe die 
gleichartigen, bei der anderen die ungleichartigen einander 
als entsprechende Elemente der beiden räumlichen Systeme zuge- 
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wiesen. Die erste Art der Verwandtschaft wird die collineare, die 
zweite die reeiproke oder dnale genannt. 

Bei der ersten entspricht also jedem Puncto des einen Systems 
wieder ein Punct des anderen und jeder Ebene des einen eine £bene 
im anderen; bei der zweiteu, der reciproken Verwandtschaft^ entspricht 
jedem Puncto des einen Systems eine Ebene des anderen. 

Es müssen also bei der coUinearen Verwandtschaft die Coor- 
dinaten je zweier Puncto derart durch lineare Gleichungen mit ein- 
ander verknüpft sein, dafs jede lineare Verbindung der Coordinaten 
eines Punctes des einen Systems vermöge dieser Gleichungen wieder 
in eine lineare Verbindung zwischen den Coordinaten des entsprechen- 
den Punctes übergeht. Denn nur dann bilden die Puncto^ welche 
den Puncten einer Ebene des einen Systems entsprechen, im anderen 
Systeme wieder eine, die entsprechende, Ebene. Sind also etwa x^, 

^2) ^3? ^4 ^^^ Coordinaten des einen, S^, gj? ^37 ^4 ^^^ ^^^ ^^^~ 
sprechenden Punctes, so mufs hiernach jedes der Verhältnisse irgend 
dreier der Coordinaten Xi, x^j x^, x^ zur vierten: erstens einem Quo- 
tienteh zweier nach S^, ^29 S31 ^4 lii^e&i^en Ausdrücke gleich sein, 
und zweitens müssen alle diese Quotienten denselben Nenner haben. 
Vermöge eines Proportionalitatsfactors g können wir somit diese drei 
Gleichungen durch die vier ersetzen 

Q^i = «11 Sl + »12 S2 + 013^3 + «14 S4 
P^2 = «21 Sl + «22^2 + «23^3 + «24^4 
QX^ =s a^i §1 + ^32 b2 "i «3363 "T «34 §4 
QX^ = «4, gl + a^^^2 + «43S3 + «44^4 

welche die Verwandtschaftsgleichungen der beiden collinearen Systeme 
genannt werden sollen. Mittelst derselben geht die Gleichung der 
Ebene des ersten Systems 

U^X^ + %^2 + %^3 + **4^4 = 

über in 

ik 

welches somit die Gleichung der entsprechenden Ebene ist. Bezeichnen 
wir ihre Coordinaten mit m/, w^', u^\ u^ und mit 6 einen Propor- 
tionalitätsfactor, so hängen also die Coordinaten je zweier entsprechen- 
der Ebenen der beiden Systeme durch die Gleichungen zusammen 

0U(^= «11^1 + «21^2 "f" «31% + «41% 

aU2= a,2^l + «22% + «32% + «42% ^M \ 

<^%= «13% + «23% + «33% + «43% 

^%'= a,4Mi + a24W2 + «34% + «44%, 



/ } 



(I-) 



(IV.) 



(V.) 
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Aus den Gleichungen (I.) und (II.) erhalten wir wieder, wenn 
mit Aa die Subdeterminante des Elementes a^ i^i ^ ib ^11^22^33 ^44 ^®' 
zeichnet wird, vorausgesetzt, dafs diese Determinante nicht verschwindet, 

qI^ = A^^Xy + ^21^:2 + A^^x^ + ^41^:4 \ 

9I2 = -^12^1 + -^22^2 + ^32^3 + ^42^4 
9Ur^ Az^\ + ^23^2 + ^33^3 + ^43^4 
qI^ = A^^X^ + Ä^^X2 + ^34^3 + ^44^4 ' 

aWj = ^hV+ A^^U^+ ^13<+ ^uV) 

(Su^ = A^^u^-^r A^u^+ A^^u^-]- Ai^A 

ÖU^ = A^^U^'+ A^2^2+ •^33«*3'+ -^34^4' 
<y W4 = ^4, Mi'+ ^42^*2'+ ^3%'+ ^44 V 

Entspricht dem Puncte a?/, oTj', x^\ x^\ oder der Ebene Vi, t/j, 
Vg, V4 im anderen Systeme resp. der Punct |/, 62» ^^'9 6/ oder die 
Ebene v{, v^, v^\ v^\ so zeigen die obigen Gleichungen unmittelbar, 
dafs dem Puncte: x^ + t^^i'} ^2 + (^^'2^ ^3 + ^^3' ^4 + ^^^4' ^^^^^ 
Punct li + fiwg/, I2 + f*^S2'; I3 + f**^V? ^4 + f^^So der Ebene: 
Wi + ii^nv^, W2 + f*wt;2, W3 + (*wt;3, M4 + ftnt;4 

die Ebene 1?/+ f^^^i'; %'+ ^1**^2'; '^3 + f*wi;3', W4 + finv^', wo w 
und n von ft unabhängige constante Gröfsen bezeichnen. 

Somit entsprechen den Elementen eines einförmigen Grund- 
gebildes des einen Systems wieder die Elemente eines einförmigen 
Grundgebildes im anderen System, und zwar sind, wegen des ein- 
deutigen Entsprechens der Elemente der beiden Systeme, wie auch 
die obigen Ausdrücke lehren, diese einförmigen Grundgebilde projec- 
tivisch in Ansehung der entsprechenden Elemente der beiden räum- 
lichen Systeme. 

Es ist also hiernach jeder Geraden des einen Systems wieder 
eine Gerade des anderen Systems zugewiesen. 

2) Bei der reciproken Verwandtschaft soll jedem Puncte des 
einen Systems eine Ebene des anderen entsprechen. Es müssen also 
die Punctcoordinaten des einen und die Ebenencoordinaten des anderen 
Systems derart durch lineare Gleichungen mit einander verknüpft sein, 
dafs jede lineare Verbindung der Punctcoordinaten des ersten 
Systems vermöge dieser Relationen wieder eine lineare Verbindung der 
Ebenencoordinaten des anderen Systems nach sich zieht, und um- 
gekehrt. Sind also x^, x^y x^, x^ die Goordmaten eines Panctes des 
ersten und t«, , u^, u^, u^ die Coordinaten der entsprechenden Ebene 
des zweiten Systems, so mufs hiernach jedes der Verhältnisse dreier der 
Coordinaten x^^ X2, x^, x^ zur vierten gleich sein einem Quotienten 
zweier nach den Uj, U27 u^y ^4 linearen Ausdrücke, und diese Quo- 
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(!'•) 



(W.) 



tienten müssen überdies denselben Nenner besitzeq. Mittelst eines 
Proportionalitätsfactors q können wir diese drei Verhältnisse durch 
die vier Gleichungen ausdrücken 

QX^ = a,iMi + a,2M2 + a,3M3 + a,4W4 \ 

QX2 = a^iUi + a22U2 + a23M3 + «24^4 
9^3 — OgjM, + 032 Mj + 033^3 + 034 M4 
(>a74 = a4iM, + a42M2 + a43W3 + «44^4 J 

Bezeichnen wir mit A^ die Subdeterminante des Elementes Uit 
in -^J+aji, «22» ^33; ^44» ^^ ergiebt sich aus diesen Gleichungen 

tfW, = ^11^1 + ^21^2 + ^31^3 + ^41^4) 
0U2 = -^12*^1 I -^22^2 I -^32^3 l ^42'*'4 
tftij = -^13^1 T" -^23^2 1 ^Z3*^3 "T ^43^4 
(^^4 = -^14 ^j + -^24*^2 I -^34*^3 1 -^44^4 

Es sind also diese Ausdrücke wirklich so beschaffen , dafs jede lineare 
Verbindung von x^, X2, x^y x^ eine nach w, , Mj » % > **4 lineare Ver- 
bindung und umgekehrt nach sich zieht. Aus diesen Gleichungen er- 
giebt sich auch der Zusammenhang zwischen den Ebenencoordiuaten 
des ersten und den Punctcoordinaten des zweiten Systems. 

Sind Vj , t?2 , V3 , V4 die Coordinaten einer Ebene des ersten Systems, 
so ergiebt sich mittelst der obigen Relationen: 

Vl^l + «^2^2 + «^3^3 + ^4^4 

^ M, UanVi -|- U22ai2Vi + u^Uat^Vi + u^2ai4>Vi = 0. 

i i i i 

Somit bestimmt die Ebene v^, Vj, v^^ v^ im anderen Systeme den 
Punct g|y ^2} ^3> ^4) dessen Coordinaten durch die Ausdrücke dar- 
gestellt werden: 

9S1 = a,i^l + »21 «^2 + «31 «^3 + «41^4 
9^2 = «12^1 + «22^2 + «32^3 + »42 «^4 
PS3 = «13^1 + »23^2 + «33 ^3 + «43^4 
9^4 = ^U^i + «24 «^2 + «34^3 + «44^4 

Hieraus folgt wieder 

avi = ^u5i + ^12 §2 + -^13^3 + ^uii] 

6V2 = -^21^1 + ^22*2 + ^23^3 + ^24^4 
av^ = ^3lSl + ^2^2 + ^3353 + ^34^4 
0V^= ^4, gl -j- ^42^2 + -^43^3 + -^44 I4 ■ 



(iir.) 



(IT.) 



für die Coordinaten der Ebene des ersten Systems, welche dem Puncte 
Si; $2 9 ^3 9 ^4 ^^^ zweiten entspricht. 

Esoherioh, Einleitung i. d. anal. Geom. d. Baum. 15 
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Entspricht den Puncten Xi, x^j x^y x^ und x(y x^^ x^, x^ oder 
den Ebenen Vj, v^y v^y v^ und v,', v^j v^, v/ des ersten Systems im 
zweiten resp. die Ebenen u^^ u^y ^3, u^ und u,', u^, u^y ti/ oder die 
Puncte 5j, l^y I3, ^4 und 5/, gj', Ss» 5/, so entspricht dem Puncte 
^1 + f*^/; ^2 + f*^2 7 ^3 + /*^3^ ^4 + f*^/ ^^®^ ^®^ Ebene v, + f*^i' 
^2 + f*^2'5 % + /^^s'? ^4 + /*^4' bezüglich die Ebene ti, + ftmii/; 
i«2 + ftmwj'; W3 + fiWtt3', **4 + f*wt«/ und der Punct |, + ft^Si'; 
^2 + finlj'; I3 + f*w|3'; $4 + ii^ni^y wo w und n von ft unabhängige 
constante Grofsen sind. 

Somit entsprechen den Elementen eines einförmigen Grund- 
gebildes des einen Systems wieder die Elemente eines einförmigen 
Grundgebildes im anderen Systeme, und zwar sind die beiden Grund- 
gebilde projectivisch in Ansehung der entsprechenden Elemente der 
beiden räumlichen Systeme. Hiernach ist jeder Geraden des einen 
Systems wieder eine Gerade des anderen Systems zugewiesen. 

3) Aus dem eindeutigen Entsprechen der Elemente zweier colli- 
nearen oder reciproken räumlichen Systeme folgt nicht nur, wie schon 
früher bemerkt wurde, dafs den Elementen eines einförmigen Grund- 
gebildes des einen Systems wieder die Elemente eines einförmigen 
Grundgebildes im anderen System entsprechen, sondern auch: 

In zwei collinearen oder reciproken räumlichen Sy- 
stemen entsprechen den Elementen eines Grundgebildes 
der zweiten Stufe des einen Systems wieder die Elemente 
eines Grundgebildes der zweiten Stufe, und diese beiden 
Grundgebilde sind in Ansehung der entsprechenden Ele- 
mente der beiden räumlichen Systeme im Falle der Colli- 
neation der letzteren: collinear, im Falle der Recipro- 
cität: reciprok. 

Da die Verwandtschaftsgleichungen sowohl der Collineation als 
auch der Reciprocität 16 Constante enthalten, so ist die Beziehung 
der beiden Systeme gegeben, wenn fünfzehn von einander unabhängige 
Gleichungen zwischen denselben aufgestellt werden können. Nun 
liefert aber von den Elementen Punct und Ebene jedes Paar ent- 
sprechender Elemente drei nach diesen Constanten homogene Gleich- 
ungen. Somit: 

Um zwei Systeme reciprok auf einander zu beziehen^ 
können wir jedem von fünf Elementen, Punct oder Ebene, 
des einen Systems, von denen keine vier denselben Träger 
besitzen, ein ungleichartiges von fünf derartigen Ele- 
menten des anderen als entsprechendes Element zu- 
weisen, wodurch dann jedem Elemente des einen einun- 
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gleichartiges Element des anderen Systems als entsprech- 
endes zugeordnet ist. 

Um zwei Systeme collinear auf einander zu beziehen, 
können wir jedem von fünf unabhängigen Elementen, 
Punct oder Ebene, des einen Systems ein gleichartiges von 
fünf unabhängigen Elementen des anderen als entspre- 
chendes Element zuweisen^ wodurch dann jedem Elemente 
des einen ein gleichartiges Element des anderen Systems 
als entsprechendes zugeordnet ist. 

Aus der Definition der collinearen und reciproken Systeme folgt: 

Sind zwei räumliche Systeme einem dritten collinear 
oder reciprok, s^ sind sie unter einander collinear. 

Denn durch die Beziehung zu diesem dritten Systeme ist jedem 
Elemente des einen Systems ein gleichartiges des anderen zu- 
gewiesen , nämlich die beiden , welche demselben Elemente des dritten 
Systems entsprechen. 

Ist von zwei räumlichen Systemen das eine zu einem 
dritten collinear^ das andere zu demselben reciprok, so 
sind sie zu einander reciprok. 

Denn durch dieses dritte System sind je zwei Elemente der beiden 
Systeme einander zugeordnet, welche demselben Elemente des dritten 
Systems entsprechen. Somit ist jedem Puncte des einen der beiden 
Systeme eine Ebene des anderen zugewiesen, also sind die beiden 
Systeme reciprok. 

§ 76. 
Gleichungen in Fnnctooordinaten. 

Die Verwandtschaften der Collineation und Eeciprocität führen 
gegebene Gebilde, Curven und Flächen in andere über, wodurch es 
oft möglich wird, aus den bekannten Eigenschaften der einen neue 
Eigenschaften der anderen zu erschliefsen. Über diese Verwandlung 
gegebener Gebilde in coUineare und reciproke bestehen mehrere all- 
gemeine Sätze, deren Darlegung wir jedoch einige Bemerkungen über 
Curven und Flächen vorausschicken müssen. 

Im Laufe unserer Entwickelungen ergaben sich sowohl Gleich- 
ungen des ersten als zweiten Grades in Punctcoordinaten. Die des 
ersten Grades stellten stets eine Ebene, die des zweiten Grades ver- 
schiedene Flächen dar, welche, wegen des Grades ihrer Gleichung, 
unter dem Namen Flächen der zweiten Ordnung zusammengefafst 
wurden. Im Allgemeinen wird immer eine einzige Gleichung 
in Punctcoordinaten eine Fläche darstellen. 

Ziehen wir von irgend einer Ecke des Fundamental -Tetraeders 

16* 
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einen Strahl, so werden auf demselben eine Anzahl von Punkten 
liegen, deren Coordinaten der vorgelegten Gleichung in Punctcoor- 
dinaten genügen. Wir erhalten diese Coordinaten , indem wir aus 
den beiden Gleichungen des Strahls und der Gleichung in Punct- 
coordinaten zwei der drei Verhältnisse zwischen den vier homogenen 
Coordinaten eliminieren, woraus eine einzige Gleichung zur Bestim- 
mung des dritten Verhältnisses resultiert. Auf jedem Strahle, den 
wir durch die Tetraederecke ziehen, können wir auf diese Weise eine 
Anzahl von Puncten bestimmen , deren Coordinaten der Gleichung in 
Punctcoordinaten genügen, und die Gesamtheit derselben bildet dann 
die Fläche, welche die geometrische Darstellung der gegebenen 
Gleichung ist. # 

Die Flächen werden, analog den ebenen Curven, nach 
dem Grade ihrer Gleichung eingeteilt, durch welche sie 
dargestellt werden. Eine Gleichung w*®" Grades in Punct- 
coordinaten repräsentiert eine Fläche w^®*^ Ordnung. Die- 
selbe wird im Allgemeinen von einer Geraden in n Punc- 
ten und einer Ebene in einer Curve der w^®" Ordnung ge- 
schnitten. 

Da die Summe der Exponenten in jedem Gliede der homogenen 
Gleichung der Fläche n beträgt, so ist die Endgleichung , welche zur 
Bestimmung eines der drei Verhältnisse der Coordinaten des Schnitt- 
punctes der Geraden mit der Fläche sich ergiebt, ebenfalls nach den 
beiden Gliedern des Verhältnisses homogen vom w*^" Grade. Hieraus 
folgt aber auch die Behauptung am Schlüsse des obigen Satzes, denn 
hiernach wird die Schnittcurve der Fläche mit einer Ebene, von 
jeder in dieser Ebene gelegenen Geraden in höchstens n Puncten 
geschnitten. 

II. Ein System zweier simultanen Gleichungen in 
Punctcoordinaten stellt im Allgemeinen eine Curve im 
Baume dar; die Anzahl der Puncte, welche dieselbe imAll- 
gemeinen mit einer Ebene gemein hat, bestimmt ihre 
Ordnung; jene ihrer Berührungsebenen, welche durch eine 
beliebige Gerade hindurchgehen, ihre Classe. 

So stellte das System zweier linearen Gleichungen eine Gerade, das 
System der Gleichungen zweier ßegelflächen, die einen Strahl gemeinsam 
haben, eine Baumcurve der dritten Ordnung dar. Es liegen nämlich alle 
Puncte, deren Coordinaten einer der beiden Gleichungen allein ge- 
nügen, in einer Fläche; somit gehören die Puncte, deren Coordinaten 
beide Gleichungen zugleich befriedigen , jeder der beiden Flächen an, 
d. h. ihre Gesamtheit bildet die Durchschnittslinie dieser Flächen. 

Eine Gerade wird im Allgemeinen keine Punkte besitzen, deren 
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Goordinaten gleichzeitig den Gleichungen der beiden Flächen genügen^ 
da hierzu erforderlich ist^ dafs die Resultante der vier homogenen 
Gleichungen verschwindet. Jede Ebene jedoch besitzt im Allgemeinen 
eine endliche Anzahl Puncte, deren Goordinaten den Gleichungen der 
beiden Flächen genügen. Denn dieselben sind die simultanen Wurzel- 
systeme dreier homogenen Gleichungen zwischen den vier Punct- 
coordinaten. Diese Puncte sind die Durchschnittspuncte der beiden 
GurveU; welche von den beiden Flächen in der Ebene ausgeschnitten 
werden. Ist daher die eine Fläche von der w*"", die andere von der 
^len Ordnung^ so schneiden sich diese beiden Curven in mn Punkten, 
und somit ist die Raumcurve von der (ww)*®"* Ordnung. Zwei ßegel- 
flächen schneiden sich hiemach im Allgemeinen in einer Gurve der 
vierten Ordnung. Haben sie aber einen Strahl gemeinsam^ so ist 
dieser ein Teil ihrer Durchschnittscurve und der übrige Teil der- 
selben somit eine Gurve der dritten Ordnung, wie wir fanden. 

Verbinden wir irgend einen Punct einer Raumcurve mit irgend 
einem Puncte X derselben und bewegt sich X auf der Gurve fort, 
so beschreibt die Gerade OX eine Kegelfläche, deren Mittelpunct 
O ist und die also die Gurve aus projiciert. Nähert sich X dem 
O, so nähert sich die Gerade OX einer festen Geraden, mit der sie 
schliefslich zusammenfällt, wenn X sich mit vereinigt. Diese Ge- 
rade, die also als die Verbindungslinie des Punctes mit seinem 
unendlich benachbarten erscheint, wird die Tangente der Gurve 
im Puncte genannt; jede durch eine Tangente gehende Ebene wird 
eine Berührungsebene der Gurve genannt. Die Berührungs- 
ebene, welche durch eine bestimmte Tangente und einen Punct X 
der Gurve gelegt wird, beschreibt einen die Gurve projicierenden 
Ebenenbüschel, wenn sich der Punct auf der Gurve fortbewegt. Nähert 
sich X mehr und mehr dem Berührungspuncte der Tangente, so 
nähert sich die Ebene immer mehr einer festen Ebene, mit der sie 
schliefslich zusammenfällt, wenn X mit dem Berührungspuncte der 
Tangente zusammenfällt. Diese Ebene erscheint also als die Ver- 
bindungsebene von drei Puncten der Gurve, die einander unbegrenzt 
sich genähert haben; sie wird die Schmiegungs-, Osculations- 
oder Krümmungs ebene der Gurve in dem betreflfenden Puncte 
genannt. Offenbar ist auch umgekehrt die Schnittlinie zweier ein- 
ander sich unbegrenzt nähernder Schmiegungsebenen der Gurve eine 
Tangente derselben, und der Schnittpunct dreier solcher Ebenen oder 
zweier sich unbegrenzt nähernder Tangenten ein Punct der Gurve. Die 
sämtlichen Tangenten der Gurve bilden einen sogenannten Strahlen- 
büschel, welcher die Gurve einhüllt, und die sämtlichen Schmiegungs- 
ebenen einen Ebenenbüschel, welcher der Gurve sich anschmiegt 



230 n. AbschDÜt. Elftes Capitel. Gollineation u. Beciprocität räuml. Systeme. 

oder sie umhüllt, üer Ort der TaDgenten einer Curve wird eine 
abwickelbare Fläche oder eine Developpable genannt, die 
Tangenten selbst die Generatrixen der abwickelbaren Fläche. 
Sind P, P', P" drei unendlich benachbarte Puncte der Curve, so 
heifst die Schmiegungsebene P P' P" der Curve im Puncte P die 
Tangentialebene der Developpablen längs der Generatrix PF'. Sie ent- 
hält zwei unmittelbar auf einander folgende Generatrixen PP' und 
PP'\ so dafs jede in der Ebene gezogene Gerade Tangente der ab- 
wickelbaren Fläche in einem Puncte der Generatrix PP' ist. Um- 
gekehrt liegt also auch jede Generatrix der Developpablen in zwei 
unmittelbar auf einander folgenden Schmiegungsebenen der Curve, 
weshalb die abwickelbare Fläche auch die Enveloppe der Schmiegungs- 
ebenen der Curve genannt wird. 

Diese Erläuterungen führen nun unmittelbar zum Begriff der 
Tangentialebene einer Fläche in einem bestimmten Puncte derselben. 
Es seien durch den Punct P der Fläche alle möglichen Curven auf 
derselben gezogen und an eine derselben eine Tangente p im Puncte 
P gelegt. Verbinden wir nun irgend einen Punkt X dieser Curve 
mit p durch eine Ebene, so wird jede der anderen Curven ebenfalls 
von der Ebene in einem Puncte geschnitten, die resp. mit X', X" . . . 
bezeichnet werden mögen. Bewegt sich nun X auf seiner Curve, so 
geschieht das Gleiche mit X', X'' . . . Nähert sich X mehr und mehr 
dem Puncte P, so nähern sich die Geraden PX, PX', PX" mehr 
und mehr den Tangenten an ihre Curve im Puncte P und die Ebene 
pP nähert sich hierbei immer mehr einer bestimmten Ebene, mit 
der sie schliefslich zusammenfällt, wenn einer der Puncte X', X" . . . 
sich mit P vereinigt. Somit liegen alle Tangenten, welche 
im Puncte einer Fläche an sämtliche Curven, die durch 
diesen Punct auf der Fläche gezogen sind, gelegt werden, 
in einer Ebene. Diese Ebene wird die Berührungsebene an die 
Fläche in jenem Puncte genannt. Da dieselbe s^ls die Yerbindungs- 
ebene zweier Tangenten erscheint, so kann sie auch als die Ebene defi- 
niert werden, welche im Berührungspuncte mit der Fläche drei zu- 
sammenfallende Puncte gemein hat. 

III. Ein System dreier Gleichungen inPunctcoordinaten 
bestimmt im Allgemeinen offenbar nur eine endliche Zahl 
von Puncten, da sie nur eine endliche Anzahl gemeinsamer Los- 
ungen besitzen. 

§ 77. 

Qleichungen in Ebenenooordinaten. 

Es erübrigt uns nun noch, die analogen Erörterungen für Gleich- 
ungen in Ebenencoordinaten vorzunehmen. Dieselben dürften sich 
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am anschaulichsten und klarsten gestalten ^ wenn wir mit den vor- 
zustellenden Gebilden die reciproken in die Betrachtung hineinziehen. 

I. Wir beginnen wieder mit dem Falle, dafs eine einzige Gleichung 
/■(Wj, U2, W3, M4) = in Ebenencoordinaten gegeben sei. Denken 
wir uns die Ebenen^ deren Coordinaten dieser Gleichung genügen; 
als in einem räumlichen Systeme U gelegen und dieses reciprok auf 
ein anderes 2' bezogen^ so wird jeder dieser Ebenen ein Punct in 2J' 
entsprechen. Die Coordinaten jedes dieser Puncte werden einer be- 
stimmten Gleichung in Punctcoordinaten JP"(^i > ^2; ^3> ^4) g^^^S^^) 
die wir erhalten, indem wir in /*(w, , 1*2, %, W4) die u vermöge der 
Verwandtschaftsgleichungen eliminieren. Die Gesamtheit der Puncte, 
welche in 27' den Ebenen /"(Wj, Wj, W3, W4) *= entsprechen, bilden 
somit eine Fläche: F'{x^y x^, x^y x^)=:0. Da jedem Puncte P der 
Fläche ii^'= eine Ebene E von /'«= entspricht, so entspricht der 
Berührungsebene E' in P' an F' ein Punct P in 2. Diese Puncte 
folgen nun continuierlich auf einander, da die Berührungsebenen an 
die Puncte der Fläche F' = continuierlich auf einander folgen, 
also bilden sie selbst wieder eine Fläche: F {x^y iCj, x^y x^ =^ Q. 
Jeder Punct derselben kann aber als der Durchschnittspunct dreier 
unmittelbar benachbarter Ebenen von f {u^y u^, W3, M4) = aufge- 
fafst werden, da die Berührungsebene E' in P' an F' als die Ver- 
bindungsebene dreier unmittelbar benachbarter Puncte der Fläche 
F'= erscheint. Somit berühren die Ebenen /"(Wj, u^y W3, W4) == 
oder umhüllen die Fläche P = . Wir haben also : 

Die Ebenen, deren Coordinaten einer Gleichung ge- 
nügen, berühren oder umhüllen eine bestimmte Fläche. 
Ist die Gleichung in den Ebenencoordinaten vom n*«" Grade, 
so wird die Fläche von der w*®" Classe genannt. Durch 
jede Gerade des Raumes gehen dann im Allgemeinen n Be- 
rührungsebenen an die Fläche w*®*^ Classe, und in jedem 
Puncte bilden sie einen Kegel der w*®" Classe. 

Die Ebenen, deren Coordinaten der gegebenen Gleichung genügen 
und durch eine bestimmte Gerade gehen, erhalten wir, indem wir 
das System der drei homogenen Gleichungen, von denen zwei die 
beiden Gleichungen der Geraden und die dritte die gegebene Gleichung 
in Ebenencoordinaten ist, auflösen. Die Resultante aus diesen drei 
Gleichungen ist nun homogen nach zweien der Ebenencoordinaten 
vom n^^" Grade. Die Ebenen, deren Coordinaten der gegebenen 
Gleichung genügen und gleichzeitig durch einen gegebenen Punct 
gehen, umhüllen offenbar ebenfalls eine F'läche, welche aus den Durch- 
schnittslinien je zweier nächst benachbarter dieser Ebenen gebildet 
wird. Sie ist somit eine sog, geradlinige Fläche, deren alle Geraden 
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sich in einem Punete schneiden. Eine derartige geradlinige Fläche 
wird eine Eegelfläche und jener Punct die Spitze derselben ge- 
nannt. Da durch eine Gerade , welche durch die Spitze dieses Kegels 
gezogen wird, im Allgemeinen nur n der Ebenen gehen ^ welche 
den Eegel umhüllen ^ so wird er von der n*®" Classe genannt 

IL Es sei das System zweier Gleichungen in Ebenencoordinaten 
gegeben: /\ {u^, Wj, u^, W4) = und f^ (w, , «2» ^3> W4) = 0. Jede 
derselben stellt die Umhüllende einer Fläche dar und somit das System 
die gemeinsamen Ebenen der beiden Umhüllenden. Wie die Be- 
trachtung des reciproken Gebildes sofort zeigt; umhüllen diese ge- 
meinsamen Ebenen der beiden Umhüllenden eine abwickelbare Fläche. 
Betrachten wir nämlich /"^ = und /^j = als Gebilde eines räum- 
lichen Systems 2J und construieren wir zu demselben ein reciprokes 
£\ so entspricht jeder Ebene des einen Systems ein Punct des anderen, 
jeder Geraden des einen wieder eine Gerade im anderen Systeme der- 
gestalt , dafs bei vereinigter Lage irgend zweier Elemente des einen 
Systems auch die entsprechenden Elemente im anderen Systeme ver- 
einigt sind; jeder der Umhüllenden f^=0 und /!j == entspricht im 
anderen System eine Fläche bezüglich jPj = und F2 = 0. Den ge- 
meinsamen Ebenen der beiden Umhüllenden entsprechen somit die 
gemeinsamen Punete der beiden Flächen ^^ = und J'j = 0, welche 
eine Raumcurve bilden. Jeder Schmiegungsebene derselben; als der 
Yereinigungsebene dreier unmittelbar auf einander folgender Punete 
der CurvC; entspricht der Durchschnittspunct dreier unmittelbar auf 
einander folgender Ebenen der gemeinsamen Umhüllenden. Diese 
Durchschnittspuncte folgen continuierlich auf einander^ da die Schmie- 
gungsebenen der Raumcurve continuierlich auf einander folgen ; und 
sie bilden wie diese eine einfach ausgedehnte Mannigfaltigkeit : so- 
mit constituieren sie ebenfalls eine Raumcurve. Die gemeinsamen 
Ebenen der beiden Umhüllenden sind offenbar die Schmiegungsebenen 
dieser Gurve, der sog. Guspidalcurve der Developpablen, da jeder 
Punct derselben als der Durchschnittspunct dreier nächst benachbarter 
jener Ebenen sich ergab. Hiermit ist die obige Behauptung bewiesen: 

Das System zweier simultanen Gleichungen in Ebenen- 
coordinaten stellt im Allgemeinen eine abwickelbare 
Fläche dar. Die Anzahl der Berührungsebenen derselben, 
welche im Allgemeinen durch einen Punct gehen, be- 
stimmt ihre Glasse. Die Ordnung derselben ist gleich der 
Classe ihrer Guspidalcurve. 

Ist die eine der beiden Gleichungen vom m^^^, die andere vom 
n^en Grade ; so gehen durch einen Punct im Allgemeinen (mn) Be- 
rührungsebeuen der Developpablen ; sie ist also von der mn'®" Classe. 
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Jede Kegelfläche ist hiemach eine Developpable^ da sie durch ein 
System zweier' Gleichungen in Ebenencoordinaten^ von denen die 
eine vom ersten Gerade ist, dargestellt wird. Eine Gerade ist, als 
die Curve einer Developpablen erster Classe, des Ebenenbüschels, von 
dem sie umhüllt wird, anzusehen. Zwei Gleichungen vom zweiten 
Grade in Ebenencoordinaten bestimmen eine Developpable der vierten 
Classe. Stellt jede der beiden Gleichungen eine Regelfläche dar und 
haben die beiden Regelflächen einen Strahl gemeinsam, so zerfällt 
ofi*enbar die Developpable in den Ebeneubüschel, der den gemeinsamen 
Strahl umhüllt und in eine abwickelbare Fläche der dritten Classe. 
Diese letztere wieder umhüllt, wie wir sahen, eine Raumcurve dritter 
Ordnung, welche also ihre Cuspidalcurve ist. 

III. Das System dreier Gleichungen in Ebenencoor- 
dinaten bestimmt im Allgemeinen eine endliche Anzahl 
von Ebenen. Denn im Allgemeinen besitzt ein System dreier homo- 
genen Gleichungen mit vier Unbekannten blos eine endliche Zahl 
gemeinsamer Lösungen. 

§ T8. 

Cnrven nnd Fläohen in collinearen und reciproken Systemen. 

Nach diesen Auseinandersetzungen können wir nunmehr mit 
Leichtigkeit die Beziehungen erörtern, welche zwischen entsprechen- 
den Gebilden in collinearen und reciproken Systemen bestehen. 

Sind die beiden Systeme collinear, so sind die Coordinaten x^, 
^2» ^3^ ^4 ©ioes Punctes des einen Systems mit den Coordinaten des 
entsprechenden Punctes des anderen Systems gj, ^2? Sa» S4 durch vier 
Gleichungen von der Form 

QXi = Haik ih oder q g, = SAiuXk , 

k k 

wo aa dieselbe Bedeutung wie früher (§ 75) besitzt, verbunden; die 
Coordinaten zweier entsprechender Ebenen durch die Relationen 

6 Ui = SAiku'k oder 6 Ui '= Uat » w* . 

k 

Jede Gleichung in Punctcoordinaten oder Ebenencoordinaten wird 
vermöge dieser Relationen wieder in eine Gleichung in den nämlichen 
Coordinaten und von demselben Grade übergeführt. Somit: 

Jeder Fläche oder Curve entspricht im collinearen 
Systeme eine Fläche oder Curve derselben Ordnung 
und Classe. 

Aus den Grundeigenschaften der collinearen Systeme folgt ferner : 
Wird die eine Fläche von irgend einer Geraden in einer bestimm- 
ten Anzahl von Puncten geschnitten, so wird die entsprechende 
Fläche von der entsprechenden Geraden in der gleichen Anzahl von 
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Pancten, in den entsprechenden Puncten^ geschnitten. Fallen zwei oder 
mehrere dieser Scbnittpuncte zusammen ^ so fallen auch die entspre- 
chenden Puncte im anderen Systeme zusammen. Berührt daher eine 
Gerade die eine Fläche, so berührt die entsprechende Gerade die ent- 
sprechende Fläche in den entsprechenden Puucten. Also entspricht 
jeder Tangente an die eine Fläche wieder eine Tangente an die ent- 
sprechende Fläche, somit auch jeder Berührungsebene wieder eine 
Berührungsebene. Besitzt die eine Fläche gerade Linien, so enthält 
die andere ebenso viele gerade Linien; geht die eine mehrmals durch 
eine Curve, so geht die andere ebenso oft durch die entsprechende 
Curve etc. 

Analoges gilt für Curven. Verbindet eine Gerade oder Ebene 
zwei oder drei Puncte der einen Curve, so verbindet die entsprechende 
Gerade, resp. Ebene die entsprechenden Puncte. Einer Tangente, 
Berübrungsebene oder Schmiegungsebene der einen Curve entspricht 
daher auch die Tangente, resp. Berührungs- oder Schmiegungsebene 
im entsprechenden Puncte an die entsprechende Curve. Gehen daher 
durch einen Punct des einen Systems n Berührungsebenen oder Schmie- 
gungsebenen an die eine, so gehen durch den entsprechenden Punct 
ebenfalls n, resp. Berührungs- oder Schmiegungsebenen an die ent- 
sprechende Curve. Schneidet eine Ebene die eine Curve in n Puncten, 
so schneidet die entsprechende Ebene die entsprechende Curve in den 
n ensprechenden Puncten, wodurch wieder die Behauptung des obigen 
Satzes dargethan ist. 

CoUineare Gebilde können sich aber wesentlich hinsichtlich ihrer 
unendlich fernen Elemente unterscheiden, indem im Allgemeinen den 
unendlich fernen Puncten des einen Systems eigentliche Puncte im 
anderen Systeme entsprechen. Denn die unendlich fernen Puncte des 
einen Systems liegen in der Ebene 

Djä;, + D^x^ + -03^3 + A^i = ^ > 
welcher im Allgemeinen nicht wieder die Ebene 

AS1+A62 + AS3 + ^4^4 = 

entspricht. 

Die Ebene nun, welche in dem einen Systeme der unendlich fernen 
Ebene des anderen Systems entspricht, wird die Gegenebene jenes 
Systems genannt. Jedem Puncte dieser Ebene entspricht im anderen 
Systeme ein unendlich ferner Punct; dem Strahlenbündel, der von 
diesem Puncte getragen wird, ein Parallelstrahlenbündel; einem 
Ebenenbüschel, dessen Axe in dieser Ebene liegt, ein Parallelebenen- 
büschel. Schneidet oder berührt eine Curve oder Fläche die Gegenebene, 
so schneidet oder berührt auch das entsprechende Gebilde die unendlich 
ferne Ebene; jeder Tangente oder Berührungsebene in einem dieser 
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Puncte entspricht eine Tangente oder Berührungsebe^e im unendlich 
fernen entsprechenden Puncte — eine Asymptote od^r Asymptoten- 
ebene. Fallen die beiden Gegenebenen mit der unendlich fernen 
Ebene des Baumes zusammen^ so heifsen die Systeme affin. In affinen 
Systemen haben entsprechende Gebilde eine gleiche Anzahl von 
Puncteu mit der unendlich fernen Ebene^ gemein. 

§ 79. 
Das Gesetz der Beeiprooität. 

Sind die beiden Systeme reciprok^ so sind die Coordinaten x^y 
^2 7 ^3) ^4 eiiiGS Punctes des einen Systems mit den Coordinaten u^, 
^2 7 ^3 7 ^4 d^^ entsprechenden Ebene des anderen Systems durch vier 
Gleichungen von der Form 

QXi = UaikUk oder öUi = UAkiJcXk , 

k 

WO Aik die frühere Bedeutung (§ 75) besitzt, verbunden. Die Coor- 
dinaten Su ^2) $3 9 ii eines Punctes des zweiten Systems sind mit den 
Coordinaten v^, Vj, v^, v^ seiner entsprechenden Ebene im ersten 
Systeme hinwiederum durch die Gleichungen verknüpft 

k k 

Durch diese Formeln wird also jede Gleichung zwischen den Punct- 
oder Ebenencoordinaten des einen Systems in eine Gleichung vom 
selben Grade, aber resp. in Ebenen- oder Punctcoordinaten des anderen 
Systems übergeführt. Somit: 

Jeder Fläche oder Curve von der n**** Ordnung und m**" 
Classe entspricht im reciproken Systeme resp. eine 
Fläche oder Curve von der n*®" Classe und m*®" Ordnung. 

Den Puncten der einen Fläche entsffrechen hierbei die Ebenen, 
welche die andere umhüllen, d. h. ihre Tangentialebenen, und es 
folgt somit aus den fundamentalen Eigenschaften der entsprechenden 
Gebilde in zwei reciproken Systemen: 

Schneidet eine Gerade die eine Fläche in p Puncten, so gehen 
durch die entsprechende Gerade an die entsprechende Fläche p Be- 
rührungsebenen. Berührt demnach eine Gerade die Fläche in einem 
Puncte, so berührt auch die entsprechende Gerade, welche in der 
dem Puncte entsprechenden Ebene liegt, die entsprechende Fläche. 
Denn die eine Gerade erscheint als die Verbindungslinie zweier Puncte 
der Fläche, die einander sich unbegrenzt genähert haben, also die 
andere als der Durchschnitt zweier Tangentialebenen, die ebenfalls 
einander unbegrenzt sich genähert haben. 
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Den Puncten einer Curve des einen Systems entsprechen die Tan- 
gentialebenen einer abwickelbaren Fläche und somit bestimmt jede 
Curve des einen Systems im anderen Systeme wieder eine Curve 
derart, dafs den Puncten der einen die Schmiegungsebenen der anderen 
und somit jeder Tangente der einen wieder eine Tangente der anderen 
entspricht. Jeder Ebene , ^ welche n Puncte oder Tangenten der 
einen Curve enthält, entspricht ein Punct, durch welchen n Schmie- 
gungsebenen, resp. Tangenten der anderen hindurchgehen. Jeder 
ebenen Curve und ihren Tangenten entsprechen bezüglich die Be- 
rührungsebenen und Strahlen einer Kegelfläche etc. 

Diese Bemerkungen im Verein mit den fundamentalen Eigen- 
schaften zweier reciproken Systeme enthalten das sogenannte Gesetz 
der Reciprocität, das nur die folgenden Thatsachen unter einem 
Namen zusammenfafst: 

Wenn irgend ein Gebilde gegeben ist, so kann man auf unendlich 
viele Arten ein anderes construieren , in welchem die Puncte, Ebenen 
und Geraden resp. den Ebenen, Puncten und Geraden des ersten 
entsprechen. Den Puncten des einen, welche in einer Ebene liegen, 
entsprechen im anderen Ebenen, welche durch einen Punct gehen; 

den Puncten einer Geraden des einen Gebildes entsprechen im 
anderen Ebenen, welche eine Gerade umhüllen; 

den Puncten einer Fläche des einen Gebildes entsprechen im 
anderen Gebilde die Tangentialebenen einer anderen Flache, und den 
Tangentialebenen der ersten entsprechen die Puncte der zweiten 
Fläche, also hat die zweite Fläche resp. dieselbe Ordnung und Classe 
als die erste Classe und Ordnung. Den Puncten einer Curve des 
einen Gebildes entsprechen im anderen Gebilde die Schmiegungsebenen 
einer zweiten Curve, und den Schmiegungsebenen der ersten ent- 
sprechen die Puncte der zweiten Curve; also ist die Ordnung und 
Classe der zweiten Curve *esp. gleich der Classe und Ordnung der 
ersten. 



Zwölftes Oapitel. 
Das Erzeugnis zweier projectivischer räumlicher Systeme. 

§ 80. 
Doppelelemente zweier collinearer Systeme. 

Da zwei collineare oder reciproke räumliche Systeme sich gegen- 
seitig durchdringen, so können entsprechende Elemente der beiden 
Systeme sich vereinigen oder, wie man sich ausdrückt, "incident werden. 
Sind die beiden Systeme collinear und die Coordinaten der entspre- 
chenden Puncte durch die Gleichungen verknüpft 

QXi= Uttikik, (1.) 

k 

SO müssen -also die Coordinaten jedes Doppelpunctes x^, x^j x^, x^ 
der beiden Systeme, d.h. jedes Punctes, in dem zwei entsprechende Puncte 
der beiden Systeme zusammenfallen, den vier Gleichungen genügen: 

(«11 — Q)^i + «12^2 + «13 «3 + «14^4 = ^ 1 
«21 ^1 + («22 — 9)^2+ «23^3 + «24^4 = ^ 
«31^1 + «32^2 + («33 — (>) ^3 + «34^4 = ^ 
«41^1 + «42^2 + «43^3 + («44 — Q) X^ = ) 

Ein System von homogenen Gleichungen mit vier Variablen kann 
aber nur unter der Bedingung durch dieselben vier Werte der Variablen 
befriedigt werden, dafs die Determinante desselben verschwindet. Dem 
obigen Systeme kann also nur dann genügt werden, wenn ^ eine 
Wurzel der Gleichung darstellt: 



(T.) 



A{Q) = 



«11 — 



a 



12» 



a 



13; 



a 



14 



a 



21 > 



a 



24 



a 



31 > 



«41 > «42; «43; «44 



«34 

- 9 



= 0. 



(11.) 



«22 9} «23 > 

«32; «33 9j 

"42; 

Für jede Wurzel q dieser Gleichung läfst sich das obige Gleichungs- 
system auflösen, und wir erhalten 

x^: X2: x^ : x^ = z/,i : z:/,-2 : Jis : ^u , (III.) 

wenn wir mit ^ik die Unterdeterminante jenes Elementes der Deter- 
minante J{q) bezeichnen, welches in der i*«" Zeile und Ä^«" Colonne 
steht. 

Versuchen wir in analoger Weise die Doppelebeuen der beiden 
coUinearen Systeme zu bestimmen, so werden wir wieder auf dieselbe 
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Gleichung ^(^) = gefuhrt, so zwar, dafs jede Wurzel derselben 
eine Doppelebene bedingt. Die Coordinaten m, , Wj, M3, u^ derselben 
sind dann wieder durch die Proportion gegeben 

Wj : ^2 • % • ^4 = -^«1 • -^«2 • -^»"3 • ^iA (II.) 

Es bestimmt somit jede Wurzel dieser Gleichung sowohl einen Doppel- 
punct, als auch eine Doppelebene der beiden collinearen räumlichen 
Systeme. Wegen dieses Zusammenhanges werden wir bei den fol- 
genden Betrachtungen nur das System I. berücksichtigen. 

Im Allgemeinen besitzen also zwei collineare Systeme vier Doppel- 
elemente, da die Gleichung ^{q) = vom vierten Grade. Von diesen 
Doppelelementen müssen aber keineswegs alle reell sein, sondern es 
können auch blos zwei reell und die beiden anderen imaginär oder 
alle vier imaginär sein, da die Gleichung ^(q) = vier reelle oder 
zwei reelle und zwei compl^xe oder endlich vier complexe Wurzeln 
besitzen kann. 

Sind alle Doppelemente reell, so bilden dieselben offenbar die 
vier Eckpuncte und Seitenflächen eines Tetraeders. Wählen wir 
dasselbe zum Fundamental tetraeder, so vereinfachen sich die obigen 
Gollineationsgleichungen in: 

9^i = ^l^l] 9a?2==m2l2; (>^3 = ^3S3 5 9^4 = ^^4^4, 

WO m, , Wj, mg, m^ Constante bedeuten. Denn nur bei dieser Form 
der Verwandtschaftsgleichungen entspricht dem Puncte einer Seiten- 
ebene des Fundamentaltetraeders wieder ein Punct dieser Ebene. 

§ 81. 
Fortsetzung. 

Wir wollen nun einige specielle Fälle, die sich aus den Formeln 
(III.) ergeben, etwas näher erörtern. Wie diese Formel lehrt, ist 
die Berechnung von x^ : X2 : x^ : x^ nur möglich, wenn für die betref- 
fende Wurzel die Subdeterminanten der Elemente einer Zeile der 
Determinante ^{q) nicht sämtlich verschwinden, wodurch die Berech- 
nung aus 

1 * 2 * 3 * 4 """" ^ \\ * \^ 






•"23 • ■"24 
■"33 * •"34 
^^43 : ^44 



(in.) 



nicht mehr statthaft wäre. 

Es läfst sich nun leicht zeigen , dafs diese sämtlichen Subdetermi- 
nanten dritten Grades von ^(p) verschwinden, wenn drei derselben, 
von denen keine zwei derselben Reihe angehören, für den betreffenden 
Wurzelwert Null werden. 



§ 80. Doppelelemente zweier collinearer Systeme. 239 

Zunächst ist klar, dafs, wenn für eine Wurzel der Gleichung 
^(^) «= überdies eine Subdeterminante dritten Grades von ^{g) 
verschwindet; dies auch der Fall ist mit einer der beiden Reihen 
Subdeterminanten, welche Elementen angehören, die mit jenem in 
derselben Zeile oder Colonne stehen. Nehmen wir etwa z/,* = an, 
so ergiebt sich dies unmittelbar aus dem Gleichungssysteme 

(«It — 9) ^«1 + «12 ^»2 + «13 -^»-S + «14 -^«4 =F= 
aji ^i\ + («22 — Q) ^»a + «23-^«8 + «24 ^«4 = 
«31^,1 + «32-^12 + («33 — q) A^ + a^A^u = 
«4t ^.1 + «42^<8 + «43 -^»3 + («44 — (>) ^<4 = , 

welches wegen ^ij^ = nach blofs drei der Gröfsen z/u; ^i2y ^iZy ^iA 
homogen ist. Es können somit diese Gleichungen nur neben ein- 
ander bestehen, entweder für ^n =s z/{2 = -^is = Aa = oder, wenn 
die Determinante je dreier der obigen vier Gleichungen verschwindet, 
d. i. für Jijt «= Jik = ^zk = Jik = 0. 

Aus dem obigen Gleichungssysteme folgt femer, dafs, wenn zwei 
der Subdeterminanten ^^n, ^»2> ^tSi ^{a verschwinden und keine 
Subdeterminante zweiten Grades von ^(q) für den betreffenden 
Wurzel wert Null werden soll, diese sämtlichen Subdeterminanten 
verschwinden müssen. Wenn also in ^(q) = die zwei Elementen 
derselben Reihe augehörigen Subdeterminanten verschwinden, so 
findet dies auch mit den Subdeterminanten sämtlicher Elemente dieser 
Reihe statt. Hiermit ist aber unsere obige Behauptung erwiesen. 

In diesem Falle mufs jene Wurzel der Gleichung ^ ((»)=» eine 
Doppelwurzel derselben sein, denn, da 

^ == - (^„ 4- ^2, + -^33 + ^44) 

ist, so verschwindet für jenen Wert von g auch -\-^- • 

Eine weitere Consequenz unserer Annahme und der Voraussetzung, 
dafs mit den Subdeterminanten dritten keine zweiten Grades ver- 
schwinden, ist, dafs von den vier Gleichungen (I.), welche zur Bestim- 
mung der Verhältnisse x^: X2:x^:x^ dienen, je zwei eine Folge der 
beiden anderen sind. Um z. B. aus den beiden ersten Gleichungen 
die dritte abzuleiten, multiplicieren wir die erste mit der Subdeter- 
minante von (aji — q), und die zweite mit der Subdeterminante von 



a^i m 
















«11- 


-P» 


aj2, 


«13 




^44 = 


«21; 


«22 - 


- Q> 


«23 






«31? 


«32 y 


«33 


- 9 



= 0, 

und addieren «die beiden so transformierten Gleichungen. Mittelst der 
bekannten Formeln, welche die Elemente einer Reihe mit den Sub- 
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determinanten derselben oder einer parallelen Reihe verbinden, er- 
giebt sieb aus ^44 = und z/43 ^^^ ^; ^^^^ ^'® ^^ ^^^ Q-) gewonnene 
Gleichung identisch ist mit 

[«31 ^1 + «32^2 + («33 — 9)^3 + «34^4] = . 
«22 9} «23 

In ganz derselben Weise können wir mit Benutzung von ^33 = 
und z/34 "^ ^ zeigen , dafs auch die vierte Gleichung des Systems I. 
eine Folge der beiden ersten ist. Da also in diesem Falle jede der 
beiden letzten Gleichungen des Systems durch Addition der mit ge- 
wissen Constanten Factoren multiplicierten beiden ersten Gleichungen 
gewonnen werden kann, so schneiden sich die vier Ebenen ^ die durch 
die Gleichungen des Systems III. bestimmt werden , in einer Geraden, 
und es sind also die sämtlichen Puncte dieser Geraden Doppelpuncte 
der beiden coUinearen Systeme. Wir gelangen also zu dem Ergebnisse : 

„Verschwinden für einen Wurzel wert der Gleichung z/(9) = 
die Subdeterminanten dreier Elemente, von denen keine zwei dersel- 
ben Reihe angehören, so verschwinden alle Subdeterminanten 3*®" Grades 
dieser Determinante und es ist jene Wurzel eine Doppelwurzel der biqua- 
dratischen Gleichung z/(()) = 0. Die Doppelpuncte der beiden coUi- 
nearen Systeme, welche durch diese Wurzel bestimmt werden, bilden 
eine Punctreihe.'* Die beiden anderen Wurzeln der Gleichung z/(p) =0 
können entweder von einander verschieden sein, in welchem Falle 
die Doppelwurzel reell sein mufs, oder sie sind selbst wieder ein- 
ander gleich. 

Im letzteren Falle bilden also die Doppelpuncte der beiden coUi- 
nearen Systeme zwei Punctreihen, deren Träger reell oder imaginär 
sind, je nachdem die beiden Doppelwurzeln der biquadratischen 
Gleichung reell oder conjugiert imaginär sind. Es schneidet dann 
die Schnittlinie je zweier entsprechender Ebenen und die Verbin- 
dungslinie je zweier entsprechender Puncte der beiden coUinearen 
Systeme diese beiden Geraden, und es sind somit die Schnittlinien 
entsprechender Ebenen und die Verbindungslinien entsprechender 
Puncte sich selbst entsprechende Gerade der beiden coUinearen Sy- 
steme. Der erste Teil dieser Behauptung ist evident; der zweite Teil 
ergiebt sich, indem wir von irgend einem Puncte des Raumes eine 
Gerade ziehen, welche die beiden sich selbst entsprechenden Punct- 
reihen schneidet. Da diese Gerade eine sich selbst entsprechende 
Gerade ist, — weil sie zwei Doppelpuncte der beiden coUinearen 
Systeme verbindet, — so entspricht jedem ihrer Puncte wieder ein 
auf ihr gelegener Punct. Wir können dieser Thatsache auch die 
Fassung geben: 
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„Verschwinden für zwei Wurzel werte von ^(p) «= die sämmt- 
lichen Subdeterminanten dritten Grades in ^{q), so bilden die Schnitt- 
linien entsprechender Ebenen und die Verbindungslinien entsprechender 
Puncte der beiden coUinearen Systeme eine lineare Gongruenz , deren 
Directricen die Träger zweier sich selbst entsprechender Punct- 
reihen sind." 

Ein specieller Fall dieser Lage zweier collinearer Systeme wurde 
mit einem besonderen Namen ausgezeichnet. Wir werden unmittelbar 
auf denselben geführt, wenn wir die Puncte der beiden coUinearen 
Systeme auf ein Tetraeder beziehen, in dem die Träger der beiden 
gemeinsamen Punctreihen zwei Gegenkanten sind. Da in diesem 
Tetraeder die Seiten, Kanten und Ecken sich selbst entsprechende 
Elemente der beiden coUinearen Systeme sind, so nehmen die Ver- 
wandtschaftsgleichungen derselben die Gestalt an 

Da aber, wenn die Kanten x^ =^0, rcj «= und iCg = 0, x^==0 die 
Träger der beiden gemeinschaftlichen Punctreihen sind, jeder Punct 
derselben ein Doppelpunct ist, so mufs für jeden Punct der ersten 

^« = |i = ^« |i und für jeden Punct der zweiten ?i = f? = ??? |» , 

also mj = m^ und m^ = m^ sein. 

Es wird somit in diesem Falle vermöge des zu Grunde gelegten 
Tetraeders die collineare Beziehung zwischen den beiden Systemen 
durch vier Gleichungen von der Form 

hergestellt, welche wieder die schon früher gewonnene Erkenntnis 
bestätigen, dafs in dem vorliegenden Falle die Gleichung z/((>) = 
zwei Doppelwurzeln besitzt. 

Ist nun in den Gleichungen (1.) 6 = — a, also die collineare 
Beziehung zwischen den beiden Systemen durch die Gleichungen 

QX^ = agj ; ^x^ = a\2 \ 9^^ = — «Is 5 Q^\ = — «^4 > (I-) 
%der 

Q^\ = li ; 9^1 = ^2 ; (>^3 = — ^3 5 9^^ = — ?4 
gegeben, so entspricht jedem Puncte des Raumes, mögen wir ihn als 
Punct des ersten oder zweiten Systems betrachten, stets ein und 
derselbe andere Punct. 

Zwei collineare Systeme nun, bei welchen jedem Puncte des 
Raumes stets ein einziger anderer Punct zugeordnet ist, werden in- 
volutorisch oder in involutorischer Lage genannt; weil 
in diesem Falle jedem Elemente des Raumes ein einziges anderes 
doppelt entspricht, so können wir die beiden involutorisch liegenden 

Escherich, Einleitung i. d. anal. üeom. d. Baum. 16 
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Systeme als ein einziges System auffassen ^ dessen Elemente einander 
paarweise zugewiesen sind und involutorisches System nennen. 

Die Gleichungen (1.) bestimmen also unter den gemachten Voraus- 
setzungen eine Art involutorischer Systeme, deren jedes, wie wir sahen, 
zwei sich selbst entsprechende Punctreihen besitzt, deren Träger nicht 
in derselben Ebene liegen. Ein derartiges involutorisches System 
wird ein geschart-involutorisches System genannt; die Träger 
der beiden sich selbst entsprechenden Punctreihen heifsen dessen 
Axen und die sich selbst zugeordneten Geraden desselben seine 
Leitstrahlen. 

Auf jedem Leitstrahl bilden die entsprechenden Puncte des in- 
volutorischen Systems eine involutorische Punctreihe, deren Doppel- 
puncte die Durchschnittspuncte der Geraden mit den beiden Axen 
sind. Es trennen also die beiden Axen je zwei entspre- 
chende Puncte des involutorischen Systems harmonisch. 

§82. 
InYolatorische Systeme. 

Umgekehrt können wir nun zeigen, dafs ein involutorisches 
System entweder ein „geschart involutorisches System" oder von 
der besonderen Beschaffenheit ist, dafs die Verbindungslinien seiner 
entsprechenden Puncte sich in einem Puncte und die Schnittlinien 
seiner entsprechenden Ebenen sich auf einer fixen Ebene schneiden. 
Dieser Fall wird sich gleichzeitig als eine Besonderheit der Annahme 
ergeben, dafs für einen Wurzelwert der Gleichung ^{q)^=0 die 
sämtlichen Subdeterminanten zweiten Grades der Determinante ^ ((>) 
verschwinden und uns zur Erörterung der Consequenzen dieser An- 
nahme hinüberleiten. 

Liegen zwei coUineare Systeme involutorisch, so ist die Ver- 
bindungslinie jedes Paares entsprechender Puncte und die Schnitt- 
linie je zweier entsprechender Ebenen der beiden Systeme eine sich 
selbst entsprechende Gerade derselben. Um nun die coUineare Be- 
ziehung der beiden Systeme durch einfachere Gleichungen ausgedrücfl 
zu erhalten, wollen wir die Puncte derselben auf ein Fundamental- 
tetraeder beziehen, das zwei solche sich selbst entsprechende Gerade 
der beiden Systeme zu zwei gegenüberliegenden Kanten hat. 

Sind etwa die Kanten a;^ = 0, oJj = und x^ = 0, x^ = zwei 
sich selbst entsprechende Gerade, so mufs in 

QXi = a,, gl + «12^2 + «13^3 + «U^i 
QX2 = Ö2i5i -f- 0^2262 'T" ^23 «3 "T ^24^4 
QX^ = «3151 + «32 b2 I ^33^3 "T «34^4 
QXj^ = «4, li -f «42^2 + «43^3 + «44^4 



ao 
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die Annahme 5j = 0, S? = auch rc, = 0, ajj = ergeben, was 
nur statt hat, wenn 

«13 = «14 = «23 = a24 = . 

In gleicher Weise folgt aus der Annahme, dafs* x^^^O, x^^=0 eine 
sich selbst entsprechende Gerade sei, 

«31 ^^ «32 T* «41 ^ «42 ^^ ^f 

und es wird also unter den gemachten Voraussetzungen die collineare 
Beziehung * zwischen den beiden Systemen durch die Gleichungen 
hergestellt 

9^1 =«ii5i + «1262 

9^2 = «21 5i + «2262 

9^3= «33 S3 + «3454 

9^4 *^ «43 «3 I «44 »4 

Diese Gleichungen ergaben sich als Folge blos der Annahme, dafs 
die beiden Kanten a?i = 0, rUj =*= ^ ^^^ ^3 = ^; x^ = zwei sich 
selbst entsprechende Gerade seien und sind also auch unabhängig 
von der weiteren Voraussetzung, dafs die beiden collinearen Systeme 
involutorisch seien. Diese Voraussetzung nun drückt sich dadurch 
ans, dafs im obigen Gleichungssysteme die x mit den | vertauscht 
werden können. Es müssen also die x und | sowohl durch die 
Gleichungen (1.) als auch durch die folgenden 

9S1 = «11^1 + «12^2 

9^2 ^^ «21 ^! I «22*^2 

^§3 = «33^3 1 «34^4 

9^4 = «43a^3 + 044^^4 

zusammenhängen. Damit dies nun möglich sei, müssen die Gleichungen 

gg «21^1 + «22^2 

__ (an* + «i2g2i) I1 + (<»ii + « 22) «1262 

«21 («II + «22) £1 + («12 «2t + «22*J & 

Is ^ (gas' + « 84 «43) I3 + («S 3 + «4<) « S« §4 
Sl «48 («88 + «44) §8 + («84 «43 + «44*) §4 

h = ?I1?1_+_«I2^2 
^8 «83^8 +«84^4 

^ («u' + «I2«2l) Sl + «12 («11 + «22) I2 
(«88* + «34 «48) l8 + («83 + «44) «34^4 

für beliebige Werte von g,, Ij» §3? I4 bestehen können, was wieder 
nur bei besonderer Beschaffenheit der Constanten a möglich ist. Die 

16* 
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erste dieser Gleichungen ergiebt als Bedingung ihres Bestandes die 

Annahme 9 entweder 

«n + a22 = 
oder 

die zweite entweder 



oder 
die dritte 



a 



34 



«33 + «44 = 

i 

^1 %3 ^^^ «44 9 «43 ^^^ '•'> 



«11 ■! «12 «21 — «33 "T «34 «43 

«12 («11 + «22) "^ 0, a34 (a33 + «44) = . 

Die drei obigen Gleichungen können somit nur zusammen bestehen, 
sobald die a einer der folgenden vier Voraussetzungen genügen : 

«11 + «22 *=* 



«43 = 



«34 "^ 0; «33 — «44 ) 

n I 2 

«11 "T «12 «21 '^ «33 5 

«11 + «22 = 
«33 + «44 = 0; 
«11 + «12«21 *=* «33 +«34 «43 

«12 ''^ 0> «11 ™^ «22 > 

«33 + «44 = 



(I.) 



(11.) 



«22 =0 



«33 r «34 «43 "^ « 



2. 

11 9 



(III.) 



a,2 ■=- 0, o„ = o. 



22 > 



a 



21 



0\ 




(IV.) 



«34 *^ 0| «33 "™ «44 9 «43 ° 

«11 "^ «22 '^ «33 = — «44 ^ 

wenn also die Coefßcienten der Gleichungen. (1.) eine der vier vor- 
stehenden Bedingungen erfüllen, und nur dann bestimmen sie ein 
involutorisches System. Dasselbe ist nur im Falle (II.) und (IV.) 
ein geschart-involutorisches System; die beiden übrigen Fälle weisen 
die gemeinsame Eigenschaft auf, dafs für die Werte ihrer Constanten 
a die biquadratische Gleichung ^(q) «■ eine dreifache Wurzel be- 
sitzt und dafs für diesen Wurzelwert die sämtlichen Subdeterminanten 
zweiten Grades der Determinante ^(q) verschwinden. 
So ist 

(> ^ + «33 

im ersten und . r ^ 

(> = -r «11 

im dritten Falle eine dreifache Wurzel der Gleichung ^(9) = 0, für 

welche sämtliche Subdeterminanten zweiten Grades der Determinante 
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^{q) Null werden. Es ist klar, dafs diese Multiplieität der Wurzel 
als eine Folge des letzteren Umstandes aufgefaTst werden kann, des 
Verschwindens sämtlicher Subdeterminanten zweiten Grades der Deter- 
minante ^{q). 

Wir gelangen also darch diese Erörterungen zu folgendem Er- 
gebnisse: 

j^Ein involutorisches System ist entweder ein geschart -involu- 
torisches System oder es wird die Beziehung zwischen seinen Elementen 
durch vier Gleichungen hergestellt, deren Coefficienten so beschaffen 
sind, dafs für eine Wurzel der Gleichung z^ ((>)«= die sämtlichen 
Subdeterminanten zweiten Grades der Determinante /J{q) verschwinden/' 

Wir werden auf diese Weise zur Untersuchung des Falles hin- 
gelenkt, dafs die sämtlichen Subdeterminanten zweiten Grades der 
Determinante ^(p) verschwinden, welcher Fall übrigens auch me- 
thodisch der früher erörterten Annahme sich anschliefst, dafs die 
sämtlichen Subdeterminanten dritten Grades der Determinante ^{q) 
für eine Wurzel der Gleichung ^(p) = verschwinden. 

Die zweite Art involutuorischer Systeme wird offenbar alle Eigen- 
schaften teilen mit den Systemen , deren collineare Beziehung durch 
vier derartige Gleichungen bestimmt wird. 

§ 83. 
Ferspeotivisohe ooUineare Systeme. 

Damit für einen Wurzelwert q der Gleichung 



Z/((>) = 



»11 - 


'9f 


»121 


»13; 


»14 


»21» 


»22- 


-P; 


»23 7 


»24 


»3n 


»32 > 


»33 " 


-Qy 


»34 


»417 


»42» 


»43» 


»44 


— 9 



= 



die sämtlichen Subdeterminanten zweiten Grades der Determinante 
J{q) verschwinden, genügt es, wenn neun derartige Subdeterminanten, 
von denen keine vier aus Elementen derselben zwei Reihen gebildet 
sind. Null werden. Denn aus je drei Subdeterminanten zweiten 
Grades, welche aus den Elementen derselben beiden Reihen herge- 
stellt werden, ergeben sich, wenn sie verschwinden, die weiteren 
drei, welche aus den Elementen derselben Reihe gebildet werden 
können, gleich Null. 

Als Folge dieser Voraussetzung ergiebt sich aus den verschwinden- 
den Subdeterminanten, dafs für den betreffenden Wurzelwert die 
Proportionen gelten: 
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(«11 — <y):ai2: «13 • «14 

= 0^21 • \«22 ^) • «23 • «24 

= «31 • «32 • C«33 ^) • «34 

= 05^1 : 0^42 * «43 • («44 ^) • 

£s müsseu also die sechszehn Constauten a^ damit die vorstehenden 
Bedingungen erfüllt werden, die Form besitzen 

«II =«1^1 + ^; «12 = «l/'2» «13 = «1/^3» «14=«l/^4 

«21 = «2/^1 » «22 = ^2^2 + ^f «23 = «2^3^ «24 = ^2/^4 

«31 = ^3/^1? «32=«3/'2> «33 = «3/^3 + <^; «34 = ^3/^4 

«41 =«4/*!» «42 = «4/'2J «43 = «4/^3» «44 = «4/^4 + ^ • 

Die Gleioliungen , welche die CoUineation der beiden Systeme aus- 
drücken, haben hiernach im vorliegenden Falle die Gestalt 

9^2 = «2/^1 Si + («2/*2 + <^) S2 + «2/^3 §3 + «2^4 S4 

QX^ = «3/^1^1 + «3/52S2 + («3/53 + <^J ^3 + ^'sßi^i 
QX^ == aj/3,|, + ^^^2^2 + «4AJ3 + («4/*4 + ^) Ia 

und es ergiebt sich somit für die Gleichung ^{q) = 0, welche zur 
Bestimmung der Doppelelemente der beiden Systeme dient, 



z/(9) = 



(«l/^l + <J — Q), «1^2» «1/^3; «i/^4 
«2/^1; («2/52 + <^ — (>)» «2/^3; «2/^4 

«3/^u «3/^2^ («s/'s + ^ — P)> «3/54 

«4 A» «4^2; «4/^3» («4/^4 + <^ — (>) 



==0. 



Durch Entwickelung der Determinante finden wir 

^(q) == (9 — ^)3 [p — (J — a^ ß^ — «2/^2 — «3/^3 — ^ißi]} 
welche Formel lehrt, dafs die Gleichung ^{q)==0 eine dreifache 

Wurzel Q = ö und die einfache Wurzel (> = <y + «i/Si + «2/^2 + «sft 
-|- «4/34 besitzt. Die vier Gleichungen, welche zur Bestimmung des 
Doppelpunctes dienen, der dem Wurzel werte q = entpricht, fallen* 
in eine einzige zusammen: 

/*i^i + /52^2 + A3 ^3 + /54^4 = (i.) 

und es ist somit jeder Punct dieser Ebene ein Doppelpunct der beiden 
Systeme. Aufserhalb dieser Ebene existiert noch ein weiterer Doppel- 
punct, welcher der einfachen Wurzel 

^ = (j + a^ß^ + «2/^2 + «3/^3 + ^ißi 
der biquadratischeii Gleichung ^ (p) = entspricht. Seine Coordi- 
naten werden somit durch die Gleichungen bestimmt 
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— («2/^2 + «3^ + «4/54) ^1 + «1 ß2^'i + «l/*3^3 + «I /^4^4 = 
«2/^1^1 — (^\ßl + «3/^3 + «4/^4) ^2 + «2/'2^3 + «2Al^4 = ^ 
«3/^1^1 + «3/Si^2 — («l/^l + «2/^2 + «4/'4)'^3 + «3/^4^4 = ^ 
«4/*!^! + «4/^2^2 -h«4/'3^3 — («l/^l + «2/^2 + «3/'3) ^4 = ^» 

woraus sich für dieselben die Werte ergeben 

I * 2 " 3 " 4 *^ •*! • **2 * 3 * 4 • v / 

Man erkennt nun leicht, dafis die Verbindungslinie je zweier ent- 
sprechenden Puncte der beiden collinearen Systeme durch diesen 
Doppelpunct hindurchgeht und dafs die Schnittlinie irgend zweier 
entsprechender Ebenen derselben in der Ebene (1.) liegt. Somit: 

„Verschwinden für einen Wurzel wert q der Gleichung ^(()) = 
sämtliche Subdeterminanteu zweiten Grades der Determinaqte ^((>), 
so haben die beiden collinearen Systeme einen Strahlenbündel und 
ein ebenes System gemeinsam/' 

Diese Lage zweier collinearer Systeme, bei welcher 
sie ein ebenes System und einen Strahlenbündel gemein 
haben, wird die perspectivische genannt. 

Es ist aber klar, dafs zwei coUineare Systeme, die ein ebenes 
System gemein haben, auch einen Strahlenbündel gemeinsam haben, 
und umgekehrt: dafs zwei coUineare Systeme mit einem gemeinsamen 
Strahlenbündel auch ein ebenes System gemein haben. Diese Be- 
hauptung fliefst eigentHch unmittelbar aus der Thatsache, dafs die 
Wurzeln der Gleichung ^{q) = ijicht allein die Doppelpuncte, 
sondern auch die Doppelebenen der beiden Systeme bestimmen, kann 
aber auch unabhängig hiervon folgendermassen bewiesen werden. 
Haben die beiden Systeme ein ebenes System gemeinsam, so schneiden 
sich je zwei entsprechende Ebenen E und E' der beiden räumlichen 
Systeme in einer Geraden des gemeinsamen ebenen Systems. Die 
beiden collinearen Systeme 2 und U' haben somit die Puncte ihrer 
Schnittlinie zu Doppelpuncten und liegen also perspectivisch. Die 
Verbindungsgeraden der entsprechenden Puncte von E und E' schnei- 
den sich daher in einem Puncte 0, dem Projectionscentrum der 
beiden collinearen ebenen Systeme. Dieser Puiict ist aber der Träger 
eines beiden räumlichen collinearen Systemen gemeinsamen Strah- 
lenbündels. Denn jeder aus gezogene Strahl trifft die beiden ebenen 
Systeme U und U' in zwei entsprechenden Puncten der beiden räum- 
lichen collinearen Systeme und das ebene System 2J in einem Doppel- 
punct derselben: Der Strahl ist somit eine sich selbst entsprechende 
Gerade der beiden räumlichen collinearen Systeme. W. z. b. w. 

Ist umgekehrt der Träger eines den beiden räumlichen colli- 
nearen Systemen gemeinsamen Strahlenbündels, so liegen je zwei 
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Strahlenbündel derselben, deren Mittelpuncte entsprechende Puncte 
der beiden Systeme sind, perspectivisch, da die beiden Strahlen- 
bündel einen Ebenenbüsehel gemeinsam haben. Der perspectivische 
Durchschnitt der beiden Strahlenbündel ist ein den beiden räum- 
lichen Systemen gemeinsames ebenes System. 

Wir erhalten so den Satz: 

Haben zwei collineare räumliche Systeme einen Strah- 
lenbündel oder ein ebenes System gemeinsam, so sind sie 
perspectivisch. 

Mit Benutzung des Begriffes zweier perspectivischer räumlicher 
Systeme können wir die Ergebnisse des vorangehenden Paragraphen 
in den Satz zusammenfassen: 

Ein^involutorisches räumliches System ist entweder 
ein ,,geschart-inyolutorisches'' System, oder die beiden 
collinearen Systeme, welche dasselbe bilden, liegen 
perspectivisch, in welchem Falle dasselbe ein perspec- 
tivisch-involutorisches System genannt wird. 

In einem perspectivisch-involutorischen Systeme 
gehen somit die Verbindungslinien je zweier entsprechen- 
den Puncte desselben durch einen Punct und schneiden 
sich die Schnittlinien je zweier entsprechenden Ebenen 
desselben auf derselben Ebene. 

§84. 
Erzeugnisse ssweier reoiproker Systeme. 

Es seien die beiden räumlichen Systeme, nach deren inci- 
denten Elemente wir forschen, zu einander reciprok. Bezeichnen 
wir dann mit x^, X2, x^, x^ und Vj, V2, v.^, v^ die Coordinaten resp. 
eines Punctes und einer Ebene des ersten mit Sj, l^» ^3^ S4 und tf,, 
t*2, W3, W4 die Coordinaten der gleichartigen Elemente des zweiten 
Systems, so hängen die Coordinaten entsprechender Elemente der 
beiden Systeme durch folgende Gleichungen zusammen: 

QXi = UaikUjt ; 0Ui = HAn^Xk (I.) 

k k 

Q li = Hak i Vk ; a Vi = UAki h , (H-) 

k k 

WO die einzelnen Buchstaben sattsam bekannte Bedeutungen haben. 
Von diesen vier Gleichungen wurden zwei aus den beiden anderen 
durch Auflösung eines Gleichungssystems gewonnen und sie konnten 
also nur unter der selbstverständlichen Bedingung abgeleitet werden, 
dafs die Determinante des ursprünglichen, die Verwandtschaft defi- 
nierenden Gleichungssystems nicht verschwinde. Bevor wir nun 
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diesen allgemeineren Fall erörtern, wollen wir in Kürze den Aus- 
nabmsfall besprechen, dafs die Determinante des Gleichuugssystems 
Null sei. 

1) Wir werden hierbei zwei Fälle zu unterscheiden haben, je 
nachdem die Verwandtschaftsgleichungen die Punct- oder Ebenen- 
coordinaten des einen Systems durch die Coordinaten des entspre- 
chenden Elementes des anderen Systems ausdrücken. 

a) Sind 

QXi= UaikUk («) 

k 

die gegebenen Verwandtschaftsgleichungen, so folgt aus ihnen aller- 
dings wieder 

Qh= '^ttkiVk, iß) 



k 

I 



jedoch die beiden anderen Gleichungssysteme in (I.) und (II.) sind 
unter der Voraussetzung 2]+a^^ «22 ^33 ^44 '^ ^ nicht mehr ableitbar. 
Aus der ersten dieser Gleichungen folgt aber 

AiiXi + Ä2iX2 + A3iX^ -f AuX^ =0, 

welche Gleichung für jedes beliebige i ein und dieselbe Ebene dar- 
stellen, da infolge 27+ a,, 022 0^33 0^44 = auch 

Au:Ä2i:A3i:A4i = ^i*: il2t:-43*:^4* 
An : Ai2 : ^,-3 : A^ = Aki : -4*2: Aks : AkA 
ist. Ebenso folgt aus dem zweiten Gleichungssysteme 

-4,1 Si + Ai2i2 -jr -^»3^3 + ^i^^i == . 
Es liegen also in jedem Systeme die Puncto, welche den Ebenen 
des anderen Systems entsprechen, in einer bestimmten Ebene. 

Aus den beiden Verwandtschaftsgleichungen ergiebt sich auch, 
dafs die Coordinaten der Ebenen, deren jede durch ihren entspechen- 
den Punct geht, der Gleichung genügen 

UatkUiUk = . 
Diese Ebenen bilden somit einen Ebenenbündel der zweiten Ordnung, 
dem auch die beiden Ebenen angehören, deren jede die Puncto ent- 
hält, welche durch die Ebenen jedes der beiden Systeme bestimmt 
werden. Denn die Gleichung wird erfüllt sowohl durch die Wert- 
gruppe Ui = Ali, ^2 = -^20 W3 = -43,-, W4 = -44,-, als auch durch 

w, = -4,1, ^2 = -^«2^ ^3 = -^«3, W4 == -4,4. 

Die beiden zu einander reciproken Systeme, welche von diesen 
beiden Ebenen getragen werden und den Ebenenbündel der zweiten 
Ordnung bilden, sind leicht zu erkennen« Nennen wir der Kürze 
halber die Ebene, welche die Puncte trägt, die durch die Ebenen 
des zweiten Systems (a) bestimmt werden, Ej und die andere E\ 



\ 
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Jede Ebene des Raumes, aufgefafst als Ebene des einen Systems be- 
stimmt in der einen dieser Ebenen einen Pimct und schneidet die 
andere in einer Geraden. Jeder Ebene des durch diese Gerade be- 
stimmten Ebenenbüschels, aufgefafst als Ebene des einen Systems, 
entspricht nun ein und derselbe Punct. Denn sind u^, U2,U2, u^ die 
Coordinaten einer Ebene des Ebenen büschels^ desse Axe in E liegt, 
so lassen sich die Coordinaten jeder anderen Ebene desselben in der 
Form darstellen kuk -{- ^Aiky wo A und ^ Gonstante sind und Je alle 
Werte von 1 bis 4 annimmt; somit bestimmen diese Ausdrücke aus den 
Verwandtschaftsgleichungen dieselben Punctcoordinaten, wie die Ebene 
**M **2> ^3> ^4» -^"f diese Weise ist also jedem Puncte des einen der 
beiden Systeme E oder E' eine Gerade des anderen zugewiesen, und 
diese beiden reciproken Systeme erzeugen die obige Fläche der 
zweiten Glasse. 

Diese Fläche der zweiten Glasse schrumpft offenbar in eine Gurve 
der zweiten Glasse zusammen^ wenn atk = ajt,*. Denn dann fallen 
die beiden Ebenen^ und E' zusammen und diese Doppelebene trägt 
somit zwei reciproke Systeme, die involutorisch liegen, da jeder 
Ebene ein und derselbe Punct zugeordnet ist. 

„Verschwindet die symmetrische Determinante 2^+^ii ^22^33 ^44» 
so stellt die Gleichung 

ZaikUiUk = 

eine Curve zweiter Glasse dar, deren Ebene die Goordinaten w, = An, 
U2 = A2i, W3 = Asi, u^ = Au besitzt." 

b) Sind die gegebenen Verwandtschaftsgleichungen 

avi= üaikXkj 
so folgt aus ihnen nur noch das Gleichungssystem 

aui = Uakiik' 
Die Ebenen des einen Systems, welche Puncten des anderen ent- 
sprechen, schneiden sich sämtlich in einem Puncte. Die Puncte des 
ersten Systems bestimmen den Punct Am A2ij Asi, A^i, die des 
zweiten den Punct J.i, -4,2, Ais, A^. 

Die Puncte der beiden Systeme, deren jeder in seiner entspre- 
chenden Ebene des anderen Systems liegt, erfüllen eine Fläche der 
zweiten Ordnung: 

HüikXiXk = , 

welche auch die beiden Puncte enthält; deren jeder durch die Puncte 
eines der beiden Systeme bestimmt wird. Dieselben lassen sich als die 
Mittelpuncte zweier reciproken Strahlenbündel ansehen, welche die 
obige Fläche erzeugen, da den Puncten eines Strahles des einen 
Bündels im anderen Systeme stets dieselbe Ebene entspricht. 
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Die Fläche geht offenbar in einen Kegel über^ wenn aik = ati 
ist; denn dann fallen die Mittelpunete der beiden reciproken Bändel 
zusammen, die überdies involutorisch werden, da unter dieser Vor- 
aussetzung jedem Puncte dieselbe Ebene entspricht. Somit: 

„Verschwindet die symmetrische Determinante -2^ + «n »22 ^33 ^44» 
so stellt die Gleichung 

ZaikXiXk = 

eine Eegelääche dar, deren Spitze die Coordinaten 

x^ = Aiiy x,i = A%i^ x.^ = Asi, x^ = -44,- 
besitzt." 

2) Bezeichnen wir nun unter der Voraussetzung , dafs die Deter- 
minante ^+ ^n> ^22> %3> 0^44 nicht verschwindet, mit j/j, ^2? 2/3» Va 
laufende Coordinaten, so entspricht dem Puncte 

1) x^f X2, x^f x^ des ersten Systems im zweiten Systeme die 

Ebene 

UAitXjtyi^O, (III.) 

ik 

2) g,, gj, gj, I4 des zweiten Systems im ersten Systeme die 
Ebene 

-2:^*.l*y. = o. (iir.) 

ik 

Bezeichnen wir mit w;^, W2y w^a, w^ die laufenden Coordinaten 
in der Gleichung eines Punctes, so entspricht der Ebene 

1) ^1? ^2> ^3> ^4 ^^^ ersten Systems im zweiten Systeme der 
Punct 

2akiVkWi = 0, (IV.) 

tu; 

2) Wj, i«2, W3, W4 des zweiten Systems im ersten Systeme der 

Punct 

2JaaUiWi = 0. (IV.) 

ik 

Der Anblick dieser Gleichungen lehrt: 



Jeder Punct der beiden Systeme, 
welcher der Fläche 

UAikXiXk = 

ik 

angehört, liegt in seiner ent- 
sprechenden Ebene. 



Jede Ebene der beiden Systeme, 
welche die Fläche 

EaikUiUk = 

ik 

umhüllt, geht durch ihren ent- 
sprechenden Punct. 



Es bilden somit die Puncte der beiden Systeme, welche in ihre 
entsprechenden Ebenen fallen, eine Fläche der zweiten Ordnung und 
die diesen Puncten entsprechenden Ebenen umhüllen eine Fläche der 
zweiten Classe. 
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Diese beiden Flächen sind im Allgemeinen von einander ver- 
schieden, denn sind W| , w^? ^37 ^4 ^^® Coordinaten irgend einer Ebene, 
so entspricht ihr im ersten Systeme der Punct 



und im zweiten der Punct 



QXi= UttikUk, (1.) 

k 



Qh= ^ttkiUk' (2.) 



Diese beiden Puncte sind also von einander verschieden, so lange Uik 
nicht für jeden Wert von i und k gleich aki ist, und liegt der eine 
in der Ebene u^y u^y u^y u^, so ist dies auch mit dem anderen der 
Fall, da dann die Coordinaten der Ebene der Relation genügen: 

= Qi^i li + W2S2 + ^$ii + W454) = . 

Geht somit eine Ebene, betrachtet als dem einen Systeme angehörig, 
durch ihren entsprechenden Punct im anderen Systeme, so ist auch 
der ihr entsprechende Punct des ersten Systems in ihr gelegen. Die 
reciproke Betrachtung lehrt überdies, dafs jeder Punct gleichzeitig 
in seinen beiden ihm zugeordneten Ebenen liegt. Es umhüllen also 
im Allgemeinen diese Ebenen nicht gleichzeitig die von den incidenten 
Puncten gebildete Fläche 

SÄikXiXk = , 
sondern eine andere Fläche der zweiten Ordnung. 

§ 85. 
Das Folarsystem. 

Wir wollen nun untersuchen, unter welchen Bedingungen die 
von den incidenten Puncten gebildete und von den incidenten Ebenen 
umhüllte Fläche identisch sind. 

Der Ebene e entspreche im ersten Systeme der ihr incidente 
Punct E, dann fällt auch der ihr im zweiten Systeme entsprechende 
Punct E' in sie. Dem Puncte E des zweiten Systems entspricht im 
ersten Systeme eine gleichfalls incidente Ebene e^. Der dieser Ebene 
im ersten Systeme entsprechende Punct E^ liegt nach dem Vorher- 
gehenden in ßj , aber auch in e, da dem Puncte E im zweiten Systeme 
die Ebene e entspricht. Die diesem Puncte E^ im ersten Systeme 
entsprechende Ebene e geht aus denselben Gründen sowohl durch JBj, 
als auch durch E\ Es liegen also in der Ebene e drei ihren Ebenen 
incidente Puncte, JB', E und E^. Diese drei Puncte und gleichfalls 
die drei mit ihnen respective incidenten Ebenen e, e^ und e' fallea 
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zusammen und können auch nur dann zusammenfallen, wie die Re- 
lationen § 84 I, 11^ 1. und 2. zeigen, wenn die Determinante 
-^dl ^ii> ^22; ^33; ^44 symmetrisch ist. In diesem Falle ist also diese 
Ebene ; welche der Fläche der zweiten Classe UancUiUk = angehört, 
eine Berührungsebene der Fläche SAaXiXk = 0, da sie mit ihr drei 
zusammenfallende Puncte (E, E\ E^ gemeinsam hat und jener Punct 
der Fläche UÄikXiXk «= ein Punct der Fläche UOiuUiUk = 0, da 
sich in ihm drei unendlich benachbarte Umhüllungsebenen derselben 
(e, e, ßj) schneiden. Unter dieser Bedingung umhüllen also die in- 
cidenten Ebenen die von den incidenten Puncten gebildete Fläche. 

Ist nun in den Gleichungen (I.) a,* = au und somit A^ = Aa^ 
so zeigen dieselben, dafs jedem Elemente, mag man es als Element 
des ersten oder zweiten räumlichen Systems betrachten, ein und das- 
selbe andere Element entspricht. Wir können daher die beiden 
räumlichen Systeme als ein einziges System betrachten, in welchem 
jedem Puncte eine Ebene und jeder Geraden eine Gerade zugeordnet 
sind. Ein solches System wird ein Polarsystem genannt; jeder 
I Punct heifst der Pol der ihm zugeordneten Ebene, jede Gerade 

oder Ebene heifst die Polare des ihr zugeordneten Strahles resp. 
Punctes. Die Coordinaten eines Punctes und seiner entsprechenden 
Ebene sind durch die Gleichungen mit einander verknüpft: 

QXi "= SatkUk oder aui = ZA^Xk , 

k k 

\ wo ttik = ttki ist. 



In dem Polarsysteme 

Q Xi =27 üik Wjt, 



k 

erfüllen die Pole, die in ihren Ebenen liegen, die Fläche 



der zweiten Ordnung 



EAaXiXk = 0, 

ik 



welche von den Polarebenen dieser Puncte umhüllt wird, 
deren Gleichung in Ebenencoordinaten somit 

SaikUiUk^O 

ik 

ist. 

Diese Fläche wird die Ordnungsfläche des Polarsystems 
genannt. 

Jedes Polarsystem besitzt unendlich viele Tetraeder, in deren 
jedem jede Ecke der Pol ihrer gegenüberliegenden Seitenebene ist 
und also jede Kante die gegenüberliegende Kante zur Polare hat. 
Für jedes solche Poltetraeder als Fundamentaltetraeder nimmt die 
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Gleichung der Ordnungsfiäche eine merkwürdige einfache Form an. 
Da nämlich dann der Ebene x^ = die Ecke u^ =0 entsprechen 
soU^ so mufs in den Gleichungen 

k 

a,2= a,3 == «14 = sein; die Annahme^ dafs auch jede der anderen 
Tetraederecken ihre gegenüberliegende Seitenfläche zur Polarebene 
habe, hat zur Folge 

^21 ^^ ^23 °^ ^24 '^^ ^31 °^ ^32 ^^ ^34 =0^41«= Ö42 = Ä43 = ü . 

Die Gleichungen, welche die Beziehungen zwischen den Elementen 
des Polarsystems ausdrücken, nehmen hierdurch die einfache Form an 

e^l == «11 Wl ; 9^2 = «22^2 5 Q^Z = «33% ; 9^4 = «44^4 •* 

Die Gleichung der Ordnungsfläche des Polarsystems erhält somit für 
ein solches Poltetraeder als Fundamentaltetraeder die Form 

«11 «22 «SS «44 ' 

und in Ebenencoordinaten 

«11^1^ + «22%^ + «33 ««3^ + «44%^ = ^ • 

Diese Gleichungen zeigen, dals die Ordnungsfläche eines Polarsystems 
auch imaginär sein kann, wiäs eintritt, wenn in denselben sämtliche 
Gröfsen a,„ «22 > «337 ^44 gleichbezeichnet sind. 

Es läfst sich aber auch umgekehrt jede Fläche zweiten Grades 
mit Ausnahme der Eegelfläche als die Ordnungsfläche eines Polar- 
Systems betrachten. Die allgemeine Gleichung zweiten Grades in den 
Coordinaten x^^ X2, x^y x^ besitzt nämlich die Form 

«11^1 "1 ^«12^1^2 "1 «22^2 "i ^«13^1^3 I ^«23^2^3 "1 «33^3 /i ^ 
+ 2a^^X^X^ + 2a24a?2^4 + "^CLzA^z^^ + «44^4* = 0. . *^ 

Die durch sie repräsentierte Fläche ist daher, vorausgesetzt dafs die 
symmetrische Determinante -27 + «n «22 «33 «44 laicht verschwindet, 
die Ordnungsfläche des Polarsystems 

0Ui = SaaXk ; gXi = ZAn^Uk , 

k k 

WO aik = (iki' Die Gleichung dieser Ordnungsfläche in Ebenencoor- 
dinaten ist somit 

J[,,W,2 ^ 2^,2«*l% + -422<^ + 2^,3^1 M3 + 2^23 «^2^3 + 4j3 V 
+ 2^,4^1 W4 + 2^24«*2«*4 + 2^34 M3W4 + -A44V = 0, 

welche Gleichung wir offenbar auch in der Form 
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schreiben können. Ist also die Gleichung einer Fläche zweiten Grades 
in Punctcoordinaten gegeben, so lehrt uns die oben stehende Relation 
(2.) deren Gleichung in Ebenencoordinaten aufstellen. Die symme- 
trische Determinante 2^ + «n» «22» «33» «44 ^^"^ ^^® Determinante 
jener quadratischen Form (1.) genannt, die gleich Null gesetzt die' 
Gleichung der Fläche zweiten Grades bildet. Ist somit die Gleichung 
einer Fläche zweiten Grades in Punctcoordinaten gegeben, so stellt 
die mit den Ebenencoordinaten u^, u^, u^j u^ umränderte Deter- 
minante ihrer quadratischen Form die linke Seite der Gleichung der 
Fläche in Ebenencoordinaten vor; diese nach den Ebenencoordinaten 
also gleichfalls quadratische Form (2.) wird die adjungierte von (1.) 
genannt. In ganz derselben Weise können wir umgekehrt von dieser 
adjungierten zur ursprünglichen quadratischen Form zurückgehen. Aus 
(1.) und (2.) folgt auch: 

Die Fläche zweiter Ordnung ist auch zweiter Classe 

und umgekehrt. 

§ 86. 

Die Fläche der zweiten Ordnung. 

Aus dieser Darstellung der Fläche zweiten Grades als Ordnungs- 
fläche eines Polarsystems können wir mit Leichtigkeit einige Haupt- 
eigenschaften der Fläche ableiten. Zu diesem Behuf e wollen wir 
einige Eigenschaften des Polarsystems, welche ans seiner Entstehungs- 
weise aus zwei reciproken Systemen sich unmittelbar ergeben, in 
veränderter Fassung wiederholen. 

Geht von zwei Ebenen die erste 
durch den Pol der zweiten, so 
geht auch die zweite durch den 
Pol der ersten Ebene. 

Liegt eine Gerade in einer 
Ebene, so geht ihre Polare durch 
den Pol dieser Ebene. 

Zwei Ebenen, oder eine Ebene 
und eine Gerade sollen conju- 
giert heifsen, wenn jede durch 
den Pol resp. die Polare der an- 
deren geht. 



Liegt von zwei Puncten der 
erste auf der Polare des zweiten, 
so liegt auch der zweite auf der 
Polare des ersten Punctes. 

Geht eine Gerade durch einen 
Punct, so liegt ihre Polare in der 
Polarebene des Punctes. 

Zwei Puncte, oder ein Punct 
und ein Strahl sollen, conjugiert 
heifsen, wenn jeder in der Polare 
des anderen liegt. 
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Zwei Gerade sollen conjugiert genannt werden, wenn jede mit 
der Polare der anderen in einer Ebene liegt. 

Es ist somit ein Punct allen Puncten und Strahlen conjugiert, 
die in seiner Polarebene liegen; eine Ebene allen Ebenen und Strahlen 
die durch ihren Pol gehen; eine Gerade allen Puncten, welche auf 
ihrer Polare liegen, allen Ebenen, welche durch diese hindurchgehen, 
und allen Geraden, von welchen ihre Polare geschnitten wird. Jeder 
Punct, jede Berührungsebene und jede Tangente der Ordnungsfläche 
des Polarsystems ist somit sich selbst conjugiert, und umgekehrt. 

Da einem Puncte einer Geraden auf derselben ein einziger Punct 
conjugiert ist, der Durchschnittspunct der Geraden mit der Polar- 
ebene des Punctes, ebenso einer Ebene, die durch eine Gerade hindurch- 
geht, eine einzige Ebene conjugiert ist, welche diese Gerade enthält, 
so folgt: 



Die einander conjugierten 
Puncte, welche auf derselben Ge- 
raden liegen, bilden eine Involu- 
tion, deren Doppelpuncte die sich 
selbstconjugierten Elemente, also 
die Durchschnittspuncte der Gera- 
den mit der Ordnungsfläche des 
Polarsystems, sind. 
Somit: 

Je zwei conjugierte Puncte 
werden durch die Ordnungsfläche 
harmonisch getrennt. 

Oder mit anderen Worten: 

Jeder Punct wird von seiner 
Polarebene durch die Ordnungs- 
fläche harmonisch getrennt. 



Die einander conjugierten Ebe- 
nen, welche durch dieselbe Gerade 
gehen, bilden einen involutorischen 
Ebenenbüschel, dessen Doppel- 
ebenen die sich selbstconjugierten 
Elemente, also die Berührungs- 
ebenen der Ordnungsfläche des Po- 
larsystems , sind. 

Je zwei conjugierte Ebenen 
werden durch die Ordnungsfläche 
harmonisch getrennt. 

Jede Ebene wird von ihrem 
Pol durch die Ordnungsfläche har- 
monisch getrennt. 

Zu dem nämlichen Ergebnisse gelangen wir auch in folgender 
Weise. Bezeichnen wir mit y,, y^y 2/3, ^4 laufende Coordinaten, so 
hat der Punct |i, §2» ^3; §4 ^i® Polarebene 

^«.•*?iy* = 0. (1.) 

ik 

Ist 5i» §2» ^3; I4 ein Punct der Fläche, so berührt seine Polar- 
ebene die Fläche in ihm, also stellt unter dieser Voraussetzung die 
obige Gleichung die Berührungsebene im Puncte |j, I2; fe? ^4 
die Fläche dar. Ist dieser Punct kein Punct der Fläche, so wird 
eine durch ihn gezogene Gerade die Fläche im Allgemeinen in zwei 
Puncten schneiden. Denken wir uns die Gerade als Verbindungslinie 
des Punctes |j, gj, I3, %^ mit dem Puncte j/, , y^y j/3, 3/4 seiner 
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Polarebene, so werden die Coordinaten des Durcfaschnittspunctes dieser 
Geraden mit der Fläche die Form haben ic,- = AJ, • + fty,-. Hierin 
sind X und ^ aus der Bedingung zu bestimmen ; dafs die Coordinaten 
des Punctes die Gleichung £aikXiXk = befriedigen sollen. Sub- 
stituieren wir sie hierin, so erübrigt wegen (1.) zur Bestimmung von 
A und ft die Gleichung 

A« Uaijt^i S* + fi^ 2Jaik Vi y* = , 

lib ik 



X 1 / ^'*** ^^ ^* 

woraus sich für - die beiden Werte + 1/ — ^ r-r erffeben. 

%k 

Dieselben lehren, dafs die Gerade die Fläche in zwei Puncten schneidet, 
welche den Pol vom Durchs chnittspuncte mit der Polarebene harmo- 
nisch trennen. 

Mittelst des Gesetzes der Reciprocität folgt hieraus wie oben: 
Legt man aus einer Geraden einer Ebene Tangentialebenen 
an die Fläche, so trennen dieselben die Ebene harmonisch von 
ihrem Pol. 

Ist in dem obigen Ausdrucke 



',-±V 



fl'^ikVi Vk 

ik 

\^ikiih 

%k 



^(^ikyiyk'= Oj sind also y, , yg? ^3? Va ^i® Coordinaten eines Durch- 

ik 

schnittspunctes der Polarebene mit der Fläche, so wird A = und 
somit Xi=^iiyi, d. h. die beiden Durchschnittspuncte der Geraden 
mit der Fläche fallen in einen einzigen zusammen und es berührt 
daher die Gerade die Fläche. Somit: 

Die Berührungspuncte sämtlicher'Tangenten, die von 
einem Puncte an eine Fläche der zweiten Ordnung gelegt 
werden können, liegen in der Polarebene dieses Punctes. 

Hieraus folgt reciprok : 

Die Berührungsebenen, welche längs einer ebenen 
Curve an eine Fläche der zweiten Ordnung gelegt werden, 
schneiden sich im Pole dieser Ebene. 

Die gewonnenen Sätze zeigen klar, dafs die in diesem Para- 
graphen definierten Gebilde unabhängig sind von der Auffassung der 
Fläche der zweiten Ordnung als Ordnungsfläche eines Polarsystems, 
und dafs sie mit dieser aus ihren eben entwickelten Eigenschaften 
construiert und daher auch definiert werden können. Sie werden also 
auch für die Fläche der zweiten Ordnung gelten, die nicht als Ord- 
nungsfiäche eines Polarsystems dargestellt werden kann, für die Eegel- 
fiäche, wie dies die Entwicklungen des § 84, Ib unmittelbar zeigen. 

Es che rieh, Einleitimg in d. anal. Geom. d. Baum. 17 
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Die Eegelfläche erschien dort als die Ordnungsfläche eines involnto- 
rischen Bündels. Die einem Strahle des Bündels coujugiert involu- 
torische Ebene stellt sich als die Polarebene jedes Punctes dieses 
Strahles dar, indem, ganz in derselben Weise wie oben^ bewiesen 
werden kann, dafs dieser Strahl und die zugeordnete Ebene durch 
die Kegelfläche harmonisch getrennt werden. Somit besitzt jede 
Gerade einen Strahl des involutorischen Bündels zur Polaren, die 
Durchschnittsliniß der Polarebene zweier ihrer Puncte. 

§ 87. 
Fortsetzung. 

Es sollen nunmehr die eben entwickelten Begriffe und Sätze 
auf die unendlich fernen Elemente des durch eine Fläche der zweiten 
Ordnung bestimmten Polarsystems angewendet werden. 

Es ergiebt sich auf diese Weise: Die Halbierungspuncte eines 
Systems paralleler Sehnen, welche in irgend einer Richtung in einer 
Fläche der zweiten Ordnung gezogen werden können, liegen in einer 
Ebene, welche eine Durchmesserebene der Fläche genannt wird; sie 
enthält auch die Berührungspuncte aller Tangenten und Berührungs- 
ebenen, welche in der gegebenen Richtung an die Fläche gelegt 
werden können. 

Die Durchmesserebene ist nämlich die Polare des unendlich 
fernen Punctes, welcher in der gegebenen Richtung liegt. 

Wird eine Fläche zweiter Ordnung von einem System paralleler 
Ebenen geschnitten, so liegen die Mittelpuncte der Schnittcurven 
auf einer Geraden, welche ein Durchmesser der Fläche genannt wird. 
Der Durchmesser ist nämlich die Polare der unendlich fernen Ge- 
raden, in welcher die parallelen Ebenen sich schneiden. 

Sämtliche Durchmesser und Durchmesserebenen einer Fläche 
zweiter Ordnung schneiden sich in einem Puncte, welcher der Mittel- 
punct der Fläche genannt wird. 

Der Punct ist der Pol der unendlich fernen Ebene, in welcher 
die Polaren aller Durchmesser und Durchmesserebenen enthalten sind. 
Beim Kegel ist die Spitze der Mittelpunct, da die Polarebenen aller 
Puncte bezüglich des Kegels durch seine Spitze gehen; jeder Strahl* 
und jede Ebene, welche durch dieselbe gezogen werden, können re- 
spective als Durchmesser und Durchmesserebene der Kegelfläche an- 
gesehen werden. 

Jede Sehne, welche durch den Mittelpunct gezogen wird, wird 
in demselben halbiert. Denn der Mittelpunct wird durch die Fläche 
von der unendlich fernen Ebene, seiner Polarebene, harmonisch 
getrennt. 
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Der Mittelpunct einer Fläche der zweiten Ordnung ist zugleich 
der Mittelpunct jeder Gurve der zweiten Ordnung, die auf der Fläche 
liegt und deren Ebene durch den Mittelpunct hindurchgeht.* 

Denn der Mittelpunct ist jedem unendlich fernen Puncte oder 
Strahle conjugiert. Daher liegen auch die Halbierungspuncte jedes 
Systems paralleler Sehnen der Curve in einer Geraden, welche durch 
den Mittelpunct' hindurchgeht. 

Jedem Durchmesser ist eine Durchmesserebene, sowie jeder in 
dieser Ebene liegende Durchmesser conjugiert. Die Ebene, die zwei 
Durchmesser verbindet, welche demselben dritten conjugiert sind, ist 
daher die diesem dritten Durchmesser conjugierte Durchmesser- 
ebene. Da eine Durchmesserebene alle ihrem conjugierten Durchmesser 
parallelen Sehnen halbiert, so sind also je zwei conjugierte Durch- 
messer der Fläche der zweiten Ordnung auch conjugierte Durchmesser 
der Curve, welche ihre Verbindungsebene auf der Fläche ausschneidet. 

Im Allgemeinen steht der Durchmesser einer Fläche zweiter 
Ordnung nicht senkrecht auf seiner conjugierten Ebene; denn wenn 
jeder Durchmesser auf seiner conjugierten Ebene senkrecht stünde, 
so wäre jeder Durchmesserbüschel ein rechtwinkliger und folglich 
die Curve der zweiten Ordnung, in welcher die Fläche seine 
Ebene schneidet, ein Kreis. Es hätten also dann alle Puncte der 
Fläche von ihrem Mittelpuncte gleichen Abstand und die Fläche wäre 
daher eine Eugel. Es giebt aber im Allgemeinen bei einer Fläche 
des zweiten Grades drei Durchmesser, deren jeder auf seiner con- 
jugierten Ebene senkrecht steht. 

Wir überzeugen uns hiervon leicht in folgender Weise. Con- 
struieren wir zu jedem Durchmesser die auf ihn senkrechte Durch- 
messerebene, so ist der dadurch entstehende Ebenenbündel zum 
Durchmesserbündel reciprok. Da letzterer auch zum Bündel der 
conjugierten Durchmesserebenen reciprok ist, so sind die beiden 
Ebenenbündel zu einander coUinear. 

Sollen diese beiden coUinearen Bündel nicht zusammenfallen, in 
welchem Falle, wie eben bemerkt wurde, die Fläche eine Kugel ist, 
so können sie höchstens drei Doppelebenen besitzen, die nicht dem- 
selben Ebenenbüschel angehören, oder sie haben einen Ebenenbüschel 
gemeinsam; in jedem Falle aber besitzen sie mindestens eine reelle 
Doppelebene. Im Allgemeinen existieren also höchstens drei reelle 
Durchmesserebenen, deren jede auf ihrem conjugierten Durchmesser 
senkrecht ist und mindestens eine. Aus dieser letzteren Thatsache 
läfst sich nun leicht folgern, dafs stets drei reelle Durchmesserebenen 
bestehen, deren jede auf ihrem conjugierten Durchmesser senkrecht 
ist. Denn die Axen des Kegelschnittes, in welchem die reelle Durch- 

17* 
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« 

messerebene die Fläche schneidet ^ bestimmen mit dem conj agierten 
Durchmesser derselben zwei weitere Durchmesserebenen, deren jede 
auf ihrem conjugierten Durchmesser senkrecht steht. 

Jeder dieser Durchmesser wird eine A x e der Fläche der zweiten 
Ordnung genannt. Somit: 

Eine Fläche der zweiten Ordnung hat im Allgemeinen 
drei zu einander rechtwinklige Axen. 

Ausnahmsfälle treten ein, wenn der Kegelschnitt, dessen wir 
uns oben zur Construction der beiden anderen Axen mittelst der 
ersten Axe bedienten, ein Kreis oder eine Parabel wird. Ist er ein 
Kreis, so findet sich zu jedem Durchmesser des Kegelschnittes ein 
conjugierter zu diesem senkrechter. Es ist also dann jede Durch- 
messerebene, welche durch die schon gefundene Axe gelegt wird, 
senkrecht zu ihrem conjugierten Durchmesser. Die Fläche der zweiten 
Ordnung besitzt also in diesem Falle eine Axe, welche einen Büschel 
von Durchmesserebenen trägt, deren jede auf ihrem conjugierten 
Durchmesser senkrecht steht. Jede Ebene, welche der Ebene dieses 
Durchmesserbüschels parallel ist, schneidet die Fläche in einem Kreise^ 
da in der Schnittcurve der zweiten Ordnung der Büschel con- 
jugierter Durchmesser der Curve ein rechtwinkliger ist. Die Mittel- 
puncte aller dieser Kreise liegen auf jener Axe der Fläche der zweiten 
Ordnung. 

Die Fläche ist also in diesem Falle eine Rotations- 
fläche der zweiten Ordnung und jene Axe die Rotationsaxe. 

Ist der zur Axenconstruction benützte Kegelschnitt* eine Parabel^ 
so liegt sein Mittelpunct und daher auch jener der Fläche in der 
unendlich fernen Ebene, und somit berührt diese Ebene, da sie durch 
ihren Pol geht, die Fläche. 

Eine Fläche der zweiten Ordnung, welche die unend- 
lich ferne Ebene berührt, wird ein Paraboloid genannt. 

Im Paraboloid sind also sämtliche Durchmesser ein- 
ander parallel. 

Ein Paraboloid hat sonach nur eine Hauptaxe. 

In derselben liegen die Mittelpuncte sämtlicher Kegelschnitte 
der Fläche, deren Ebene zur Richtung der Durchmesser senkrecht ist. 

Wir haben hiernach drei Arten von Flächen der zweiten Ordnung 
unterscheiden gelernt: Flächen mit einem endlichen Mittelpuncte, 
Paraboloide und Rotationsflächen. 

Die Flächen mit einem endlichen Mittelpuncte werden nach 
ihrer Lage gegen die unendlich ferne Ebene wieder eingeteilt in: 
EUipsoide und Hyperboloide. 

unter einem EUipsoid wird eine Fläche der zweiten Ordnung 
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verstanden, welche mit der unendlich fernen Ebene keinen Pud et 
gemeinsam hat. 

Hyperboloid wird eine Fläche der zweiten Ordnung genannt, 
welche die unendlich ferne Ebene schneidet. 

Mitten innen steht die Gattung der Paraboloide, welche die un- 
endlich ferne Ebene berühren. 

Die Hyperboloide und Paraboloide können offenbar auch ge- 
radlinige Flächen sein. 

Das geradlinige Hyperboloid wird einfaches, das Hyperboloid, 
welches keine geraden Linien enthält, zweifaches oder zweischaliges 
Hyperboloid genannt. Das geradlinige Paraboloid heifst hyperbolisches 
und dasjenige, welches keine Geraden enthält, elliptisches Paraboloid. 

Eine Abart des einfachen Hyperboloids ist endlich die Eegel- 
fläche, deren Spitze gleichzeitig ihr Mittelpunct ist. 

§ 88. 
Das Nullsystem. 

Die beiden quadratischen Formen, § 84, die gleich Null gesetzt 
das Erzeugnis der beiden reciproken Systeme darstellen, verschwinden 
identisch, wenn a,* = — a*, und a,, = 0, also die Determinante 

-^ i ^\\f ^22' ^33; ^44 ®^^® schief symmetrische ist. Die reciproke 
Beziehung der beiden Systeme wird somit durch die Gleichungen 
ausgedrückt : 

QX^ = * a^2 ^2 "t" ^13 % "t" ^14 ^4 

QX.y = — a,2 W, + * + «23 «*3 + «24 ^4 

9^3 = — «13 ^l + «23 «*2 + * + «34 ^4 
QX^ = — a,4 M, + «^4 ^2 — «34 ^3 + * > 

WO x^j X2, a^a, x^ die Coordinaten eines Punctes des ersten und u^, 
U2, M3, «*4 die Coordinaten der entsprechenden Ebene des zweiten 
Systems bezeichnen. Sind nun |j, Ij? Ss? S4 die Coordinaten eines 
Punctes des zweiten, und v^, v^^ ^3, v^ die der entsprechenden Ebene 
des ersten Systems, so hängen dieselben, § 84, durch die Gleich- 
ungen mit einander zusammen: 

Qli= * «12 ^2 + «13 ^3 + «14 ^4 

QI2 = — «12 ^1 + * + «23 ^3 + «24 ^4 
Pis = — «13 ^1 + «23 ^2 + * + «34 ^4 
Qli = — «14 ^1 — «24 ^2 ^ «34 «^3 + * • 

Diese Gleichungen lehren, dafs unter den gemachten' Voraussetzungen 
jeder Punct in seiner entsprechenden Ebene liegt und jedem Puncte 
stets ein und dieselbe Ebene, sowie dafs jeder Ebene stets derselbe 
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Punct entspricht. Die beiden reeiproken Systeme bilden somit in 
diesem Falle ein eigenartiges Polarsystem, in welchem jede Ebene 
.durch ihren Pol geht und jeder Punct in seiner Polarebene liegt. 
Ein derartiges Polarsystem wird ein Nullsystem genannt. 

Aus dem Begriffe des Nullsystems folgt unmittelbar, dafs jede 
Gerade, welche von einem Puncte aus in dessen Polarebene ge- 
zogen wird, mit ihrer Polare zusammenfällt. Denn die Polarebene 
jedes Punctes dieser Geraden geht wieder durch die Gerade. Somit: 

„Die Strahlen jedes Strahlenbüschels, der in der Polarebene seines 
Mittelpunctes liegt, sind sich selbst entsprechende Geraden des Null- 
systems. Jede Gerade, welche mit ihrer Polare in einer Ebene liegt, 
fällt mit derselben zusammen.'^ 

Die obigen Gleichungen lassen nun unmittelbar erkennen, dafs 
die sämtlichen sich selbst entsprechenden Geraden des Nullsystems 
einen linearen Complex bilden. 

Sind nämlich Wi, %; %> ^4 ^^® Coordinaten einer Ebene, so geht 
die Gleichung der Ebene 

Wl2/l + ^2^2 + %% + W4J/4 = 

durch die Relation 

k 

wegen Äik = — -4*», Äa = über in 

A2i>12 + Asi^lS + ^14^14 + ^23i>23 + ^24^24 + ^34^34 = 0, (L) 

WO Pik = J/tÄ?* — oCkyi gesetzt wurde. 

Die Pik sind also die Liniencoordinaten eines Strahles, welcher 
in der betreffenden Ebene liegt und zugleich durch ihren Pol geht. 

Die sämtlichen Strahlen eines Nullsystems, deren 
jeder in der Polarebene eines seiner Puncte liegt, bilden 
einen linearen Complex. 

Zu dem gleichen Resultate gelangen wir durch die reciproke 
Betrachtung. 

Wir finden, dafs die Axen, welche durch einen Punct gehen und 
zugleich in der diesem Puncte entsprechenden Ebene liegen, der 
Gleichung genügen 

«122l2 + «130^13 + <^14^14 + 0^23 323 + 0^24 224 + ^U^Zi = 0, (2.) 

WO qik = ViUk — UiVk> Es stellt also diese Gleichung in Axencoor- 
dinaten denselben linearen Complex dar. 

Die Gleichungen (1.) und (2.) zeigen auch, dafs jedem linearen 
Complex ein Nullsystem beigeordnet ist, und lehren die Beziehungs- 
gleichungen zwischen seinen Puncten und Ebenen aus den Coeffi- 
cienten der Complexgleichung herstellen. 
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So sind sämtliche Geraden, welche zwei Polareu des Nullsystems 
schneiden^ Strahlen dieses Complexes, da jede dieser Geraden in der 
Polarebene jedes der beiden Durchschnitt«puncte mit den Polaren 
enthalten ist. 

Aus dieser Darstellung des linearen Complexes als Teil des Null- 
systems können einige Eigenschaften desselben aus den allgemeinen 
Eigenschaften des Polarsystems abgeleitet werden. 

Nennen wir alle Geraden und Ebenen im Nullsysteme, deren 
Polaren und Pole in der unendlich fernen Ebene liegen, Durch- 
messer und Durchmesserebenen, so erhalten wir den Satz: 

„Die Durchmesser des Nullsystems sind zu einander und zu den 
Durchmesserebenen parallel/' 

Sie gehen nämlich alle durch den Pol der unendlich fernen Ebene. 

„Alle in einer solchen Durchmesserebene liegenden Strahlen des 
Complexes sind somit zu einander parallel. '^ 

„Jede Ebene, welche zwei Polaren des Nullsystems parallel ist, 
ist eine Durchmesserebene desselben.'' 

Die Pole paralleler Ebenen des Nullsystems liegen in einem 
Durchmesser, da sich die parallelen Ebenen in einer unendlich fernen 
Geraden schneiden. Derjenige Durchmesser, welcher die Pole der zur 
Richtung der Durchmesser senkrechten Ebene enthält, wird die Axe 
sowohl des Nullsystems als seines Complexes genannt. 

Diese Axe steht somit senkrecht auf jedem Strahle des Complexes, 
der sie schneidet; sie steht auch senkrecht auf dem kürzesten Abstände 
je zweier Polaren des Nullsystems , da deren Ebene der Richtung der 
Durchmesser parallel ist. 

Dem ebenen Systeme 2^, das in einer zur Axe senkrechten Ebene 
liegt, ist im Nullsysteme ein Strahlen bündel S reciprök zugeordnet, 
dessen Mittelpunct der Durchschnittspunct des ebenen Systems mit 
der Axe ist. Dieser Strahlenbtindel projiciert in jeder Ebene, die 
senkrecht zur Axe des Nullsystems steht, ein U reciprokes System 2^. 

um nun zu irgend einem Puncte P von U die entsprechende 
Gerade p in -£' zu finden, haben wir den Durchschnitt der P ent- 
sprechenden Ebene des Nullsystems mit 2J' zu bestimmen. Da nun 
diese Ebene durch OP hindurchgeht, so ist jp || OP. Es entsprechen 
somit den Puncten einer Punctreihe, die in U auf einem Strahle des 
Strahlenbüschels liegen, in 27' zu OP parallele Gerade; und um- 
gekehrt entspricht jedem Parallelstrahlenbüschel von ZI in 2J' eine 
Punctreihe , deren Träger die Axe des Nullsystems schneidet und den 
Strahlen des Parallelstrahlenbüschels parallel ist. Der Träger dieser 
Punctreihe ist nämlich die Gerade, welche in 2?' dem unendlich fernen 
Mittelpuncte des Parallelstrahlenbüschels entspricht, und schneidtt so- 
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mit die Axe. Hieraus folgt, dafs den Ecken und Seiten eines Parallelo- 
gramms von U in 2' respective die Seiten und Elcken eines Parallelo- 
gramms entsprechen. Und umgekehrt. 

Je zwei Puncten von 2^, die symmetrisch zu liegen, entsprechen 
in U' zwei Gerade, die symmetrisch zum Fufspuncte 0' der Axe liegen, 
und umgekehrt. Denn die beiden Puncte in U werden durch und die 
unendlich ferne Gerade von 2 harmonisch getrennt. Da nun der un- 
endlich fernen Geraden von 2J in U' der Punct (7 und dem Puncte 
von 2J in 27' die unendlich ferne Gerade von 2J' entspricht, so 
werden die beiden den Puncten von 2J entsprechenden Geraden durch 
0' und die unendlich ferne Gerade von U' harmonisch getrennt. Aus 
diesen Beziehungen folgt unmittelbar: 

Den Seiten und Ecken eines Quadrates von 27, dessen Mittel- 
punct in der Axe liegt,, entsprechen in 27' resp. die Ecken und Seiten 
eines Quadrates, dessen Mittelpunct ebenfalls in der Axe liegt. 

Somit umhüllen die Geraden von 27', welche den Puncten eines 
Kreises k von 27 entsprechen, dessen Mittelpunct in der Axe liegt^ 
ebenfalls einen Kreis, dessen Mittelpunct sich in der Axe befindet, 
Da nun dieser Kreis von sämmtlichen Ebenen des Ebenenbüschels 
der zweiten Ordnung, die den Puncten des Kreises h im Nullsysteme 
entsprechen, berührt wird, so ersehen wir hieraus: 

„Im Nullsysteme umhüllen die Polarebenen der Puncte eines 
Kreises, dessen Mittelpunct auf der Axe liegt und dessen Ebene auf 
ihr senkrecht ist, einen geraden Kegel, welcher die Axe des Null- 
systems zur Axe hat.^' 

Dreht sich also ein Punct sammt seiner Polarebene um die Axe 
des Nullsystems, so beschreibt der Punct einen Kreis und die Ebene 
umhüllt die dem Kreise zugehörige Kegelfläche: sie bleibt also während 
dieser ganzen Bewegung die Polarebene des Punctes. Daraus folgt: 

Das Nullsystem und der Strahlencomplex ändern sich 
nicht durch eine Drehung um die Axe. 

Aus dem früher bewiesenen Satze, dals alle in einer Durchmesser- 
ebene gelegenen Complexstrahlen parallel sind, folgt überdies: 

Das Nullsystem und der lineare Strahlencomplex 
ändern sich nicht, wenn sie in der Richtung der Axe ver- 
schoben werden. 

Beide Sätze können wir in den einen zusammenfassen: 

Das Nullsystem und der lineare Strahlencomplex blei- 
ben ungeändert bei einer Schraubenbewegung um die Axe. 
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Dreizehntss Oapitel. 
Die lineare Snbstitation nnd Coordinaten- Transformation. 

§ 89. 

Im vorhergehenden Capitel fanden wir, dafs die Coordinaten ent- 
sprechender Puncte zweier coUinearer räumlicher Systeme durch 
Gleichungen yon der Form 

Q^\ = «11 5i + «12^2 + »u^a + «uSi I 

QX^ = «21 5l + a^l^ + «23^3 + %lS4 I 
9 ^3 "=* «31 §1 "T «32 «2 I «33 «3 "T «34 ^4 
QX^ == «4,1^ 4- «42 Ig + «43 ?3 4- «44^4 

verbunden werden, woraus die Gleichungen sich ergaben ; welche die 
Coordinaten entsprechender Ebenen verknüpfen: 

6U^ = «|it?i + «21^2 + «31 «^3 + «41^4 \ 
(SU2 = «12 «^1 + «22 ^2 + «32«^3 + «42^4 
ÖU^ = «13^1 + «23 ^2 + «33^3 + «43^4 

0u^ = a^^v^ + a24 v.^ + a34i;3 + a^^ v^ ) 

.Diese Gleichungen erhalten eine wesentlich andere Bedeutung, wenn 
im ersten Gleichungssysteme die x und g denselben Punct, und im 
zweiten die u und v dieselbe Ebene repräsentieren. Das erste Gleich- 
ungssystem transformiert dann die x- in die | -Variablen; oder 
wie man sich auch ausdrückt, substituiert für dieo;- die I-Variablen. 
Die Operation, vermöge welcher die neuen Variablen 5 eingeführt 
werden, wird, weil die zu Grunde gelegten Gleichungen (1.) linear 
sind, eine lineare Substitution genannt, doch bezeichnet man damit 
auch wohl die Formeln (1.) selbst. Die Coefficienten a derselben 
heissen die Substitutions- Coefficienten, und die aus ihnen gebildete 
Determinante 



(2.) 



a 



11 > 



a 



12; 



«1.J 



13 > 



a 



14 



a 



21 ; 



a 



22» 



a 



23; 



a 



24 



«317 «32 9 «33; «34 



« 



41» 



a 



42» 



a 



43; 



a 



44 



die Substitutions -Determinante. Dieselbe darf offenbar nicht ver- 
schwinden, da sonst zwischen den als unabhäng von einander vor- 
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ausgesetzten Gröfsen x eine Kelation hergestellt würde und die Gleich- 
ungen (1.) nach den i, nicht auflösbar wären. 

Die durch das zweite Gleichungssystem angegebene Substitution 
steht zu der ersten in der Beziehung, welche durch den Namen 
der transponierten Substitution gekennzeichnet wird. Diese 
Transposition eines Substitutionssystems besteht darin , dafs in dem 
ursprünglichen Substitutionssysteme die gleichvielten Zeilen und 
Colonnen mit einander und — im vorliegenden Falle — die x- durch 
die neuen und die J-Coordinaten durch die ursprünglichen Ebenen- 
coordinaten ersetzt werden. In der That sind die u Coordinaten einer 
Ebene des a:-Systems und die v jene einer Ebene des ^-Systems. 

Durch Auflösung der obigen Gleichungen fliefsen unmittelbar die 
inversen Substitutionen 

Q%\ = -^11^1 "f" -^21^2 + -^31^3 "f" -^41^4 
Qt,2 = -^12^1 "T -^22'*'2 \ -^32*^3 "l -^42*^4 
9b3 ''^ -^13 ^1 "T -^23 ^2 1" -^33^3 "T -^43 ^4 
954 = A^^X^ -|- -4.24^2 "T" -^34^3 "T -^44*^4 

und 

0U^ = ^21^1 + ^22 «^2 + ^23 «^3 + ^ 
0^3 = ^31 1;, + ^32^3 + ^33i;3 + A 
ÖU^ = A^^V^ + A^^V2 + ^43 «^3 + ^44^4 

WO Aik die Subdeterminante des Elementes a,* in 27 + a 



(3.) 



^24 »4 
^34 «'4 



(4.) 



11^ 



a 



22; ^33» 



«44 bezeichnet. Um die geometrische Bedeutung der in den obigen 
Substitutions-Gleichungen auftretenden Substitutions-Goefficienten zu 
eruieren, setzen wir in dem Gleichungssysteme (1,) S2 = S3 = S4 = 0, 
wodurch wir für die ursprünglichen Coordinaten dieses Punctes er- 
halten 

X4 • X2 • •*'3 • X^ ^— wi j I ^21 * ^31 " ^41 * 

Für gj c= $3 = I4 = finden wir 

Xt . Xo • Xo m Xa ^^^ ^12 * 22 • 32 * 42 9 

für S, = I2 = g, = 

XjlX2'X'^l X^ = 0^13 l 0^23 l 6*33 l ^43 y 

endlich für g, == I2 = S3 = 

1 * 2 * 3 ' 4 ""^ 14 • ^24 * 34 * 44 ' 

Die neuen Coordinaten 1^, gg; ^3; ^4 eines Punctes erscheinen somit 
unter den gemachten Voraussetzungen, bezogen auf ein neues Tetraeder 
als Fundamentaltetraeder , dessen Ecken bezüglich des ursprünglichen 
Fundamentaltetraeders die Coordinaten besitzen: 



§ 90. 
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a 
a 



\\y 



^'12 7 ^13 > ^ 



14 



21» 



a., 



•J2> 



^237 ^24 



^31 > ^32 > 



a 



41; 



«42 ; 



^331 



»43 7 



a 
a 



34 



44 



Für die Coordinaten der Seitenebenen dieses Tetraeders, bezogen auf 
das ursprüngliche Fundamentaltetraeder, ergeben sich aus (4.) die 

Werte 

-4,4 



-^117 


-^12» 


-^13 > 


-^217 


-^22; 


-^237 


-^311 


-^32 7 


-^337 


-^417 


-^427 


-^43 7 



A. 
A 



24 



34 

Ebenso erkennen wir aus (3.) und (4.), dafs bezüglich des neuen 
Fundamental-Tetraeders die Coordinaten der alten Tetraeder- 



Ecken 



-^117 
-^127 

A 



137 



14 7 



^^21 7 



^227 



^23 7 



^^24 7 



■317 



^32 7 



^33 7 



A. 



347 



"^41 



^42 



^43 



^44 



Seiten 



a 



a 



a 



a 



117 



127 



a 



217 



a.i 



317 



a 



41 



a 



22 7 



a 



32 7 



a 



42 



137 



a 



23 > 



a 



337 



a 



43 



14 7 



a 



247 



a 



347 



a 



44 



sind. 

Es drücken somit die linearen Substitutions-Gleichungen (1.) die 
Punctcoordinaten, bezogen auf das ursprüngliche Fundamental-Tetraeder 
durch die bezüglich eines neuen und die transponierte Substitution die 
Ebenencoordinaten bezüglich des neuen Tetraeders durch jene bezüg- 
lich des ursprünglichen aus. Es wird aber auch umgekehrt der 
Übergang von den Punctcoordinaten bezüglich eines Te- 
traeders zu denen bezüglich eines neuen Tetraeders durch 
eine lineare Substitution bewerkstelligt, während die 
transponierte Substitution die neuen Ebenencoordinaten 
in die ursprünglichen zurückführt. 

§ 90. 
Diese Behauptung leuchtet unmittelbar ein, wenn wir auf die 
Formeln zurückgehen, welche die homogenen durch die rechtwink- 
ligen Coordinaten ausdrücken. 

Sind x,y^0 die rechtwinkligen und x^, X2, x^^ x^ die homogenen 
Coordinaten eines Punctes, so hängen dieselben mit einander, zu- 
sammen durch die Gleichungen 

QXy^ = a^x -{-h^y -\- c^0 -\- d^ 
QX.^ = a2X + b^y + 0^0 + d^ 
QX^ = a^x -f 63^ + c^s + d^ 
QX^ = a^x + b^y + c^0-\- d^ 



(3.) 
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Die Ebenencoordinaten u, v, w einer Ebene hinwiederum sind mit 
ihren homogenen u^ v^, W3, Ux durch die Gleichungen verbunden: 



6U2 = -^2 w + ^2 ^ + ^2 ^ + -^j 



l 



(6.) 



6U^ = -^3 W + ^3 V + 63 W + 2)3 

wenn wir die Subdeterminante irgend eines Elementes der Deter- 
minante -2J+ «1, 62; ^3> ^4 ™i^ demselben Index und denselben Buch- 
staben des grofsen Alphabets bezeichnen. 

Aus den obigen Gleichungssystemen ergiebt sich wieder: 



X 



?y = 



z 



DiXi + DzXfi + D3XS + I>4a?4 
Bi Xj + B2X2 + B^Xs + B^ X4 

JDiXi + 1>2^2 + ^3^3 + -^4^4 



U = ^1^1 + « 2^t + <g 8^3 + «4^4 ^ 
diUi + ^2% + ^3^3 + ^4^4 

&1^| + &2^2 + &3^3 + ^ 4^4 
diWj + C?2W2 + df3«*3 -h 0J4W4 

Cl ^1 +^2^2+ ^3% + C4 ^4 
^l^j + ^2 % + ^3^8 + ^4^4 



V 



w== 



(7-) 



Sind somit §1, S2» ^3? ^4 ^^® Coordinaten irgend eines Punctes, bezogen 
auf ein zweites Tetraeder als Fundamental -Tetraeder, x^, x^t x^, x^y 
dessen Coordinaten bezüglich des ersten Fundamental-Tetraeders und 
x^y, seine rechtwinkligen Coordinaten, so erhalten wir die Be- 
ziehung zwischen den homogenen x- und g-Coordinaten dieses Punctes, 
indem wir in den Formeln, welche die §,, ^j? ^3> ^4 durch die recht- 
winkligen Coordinaten x, y, ausdrücken, für letztere ihre Werte 
aus (7.) substituieren. Es wird also, wie behauptet wurde, die Be- 
ziehung zwischen den homogenen x- und |- Coordinaten durch vier 
Gleichungen von der Form (1.) ausgedrückt, und es besteht somit 
die Transformation der Punctcoordinaten von einem Fundamental- 
tetraeder auf ein anderes in einer linearen Substitution, deren Coeffi- 
cienten die im vorhergehenden Paragraphen ausgeführte Bedeutung 
haben. Der Übergang von den Ebenencoordinaten des ursprünglichen 
zu denen des neuen Tetraedersystems wird, wie aus 

U^ Xy + ^2 ^2 + % ^3 + ^4 ^4 
= t?l §1 + ^2 ^2 + -2^3 §3 + ^4 §4 

hervorgeht, durch die transponierte Substitution bewerkstelligt. 

Aus den Formeln zur Transformation der Punct- und Ebenen- 
coordinaten ergeben sich auch die Ausdrücke zur Transformation der 
Liniencoordinaten. Sind 00^^ x^^ x^y x^ und yi, y2) Vs^ Vi <ii© ursprüng- 
lichen Coordinaten zweier Puncte, und bezüglich Ij, ^2; ^3» S4 ^^^ 
iy, , 1]2 9 %, Vi deren neue Coordinaten, so geht vermöge (1.) der 
Ausdruck pa = Xiyk — Xkyt über in 

^P«Ä= ^12 (^»1 ö^*2— ««20*1) + ''^23(^« 20^*3 — a<3Ö^*2)+%i(ö^t8aifcl— ««1«*3) 
+ ^14 (öttiajfcd — 0,i4ßkl) + ^2i (^>2«;fe4 — «,-40^*2) + %4 (öft3 ö*4 — C^UClkz) , 
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wo G) einen Proportionalitätsfactor und «,* = |,- fjk — ik Vi ^st. Indem 
wir i und k alle Gombinationen ohne Wiederholung zur zweiten Classe 
der Zahlen 1 bis 4 annehmen lassen, erhalten wir die Formeln zur 
Transformation der Coordinaten eines Strahles. Sie bilden wieder 
eine lineare Substitution und die Substitutionscoeffi- 
cienten sind offenbar die Coordinaten der Kanten des 
Fundamental-Tetraeders in Bezug auf das alte. Denn setzen 
wir z. B. in diesen Gleichungen 13 = 1^= 0, so erhalten wir als die 
Liniencoordinaten dieser Kante in Bezug auf das alte Fundamental- 
Tetraeder: 

(^11^22 ^12%l)5 (^11 %2 ^J2^3l)5 (^11^42 ^12^41/5 

(^21^32 ^22%l)5 (^21^42 ^22^4t)5 (^31^42 ^32^4l)5 

U. S. f. 

In derselben Weise können wir ans den Gleichungen (2.) und 
(4.) die Formeln zur Transformation der Axencoordinaten ableiten. 

§ 91. 
Transformation der Farallelocordinaten. 

Aus den Formeln, welche zur Übertragung der rechtwinkligen 
in Tetraedercoordinaten dienen, erhalten wir unmittelbar die Gleich- 
ungen zur Transformation der rechtwinkligen in beliebige Parallel- 
coordinaten, wenn wir (§ 34) als die eine Seitenfläche des Tetraeders 
die unendlich ferne Ebene annehmen. Bezeichnen wir demnach mit 
Xy Y, 2 die neuen Parallelcoordinaten eines Punctes, und mit x, 
y, dessen rechtwinklige Coordinaten, so erhalten wir die gesuchten 
Formeln, indem wir in (5.) 

S=^' g^^' 5=^' a, = 6, = o,=0; d, = 1 

setzen. Wir finden so: 

X »= «1 a; + &i y + c, ^ -f f?, | 

Y = «2 J^ + 62 ^ + <^2 ^ + ^2 \ ' (^') 

In analoger Weise ergiebt sich der Zusammenhang der ursprüng- 
lichen Coordinaten u, v, w einer Ebene mit deren neuen Coordinaten 
?7, F, TT, wenn wir in (7.) «4 == 64 = C4 = und rif^ = 1 , 

^= U, ^= F, ^=TF 

setzen; wir gelangen so zu den Formeln: 
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^ — ^ - - 



V 



^~ d,U+d^V+dj,W+\\ 



> • 



(9.) 



Wie die Gleichungen (8.) den Übergang von den Punctcoordinaten 
eines rechtwinkligen Systems zu einem beliebigen Parallelcoordinaten- 
Systeme vermitteln^ so dienen ebenso gebildete Gleichungen mit ver- 
änderten Coefficienten zur Transformation von rechtwinkligen in ein 
beliebiges anderes Parallelcoordinaten- System. Setzen wir nun in 
diesen beiden Systemen von Transformationsgleichungen die Ausdrücke 
für Xj y und einander gleich; so erhalten wir drei lineare Gleich- 
ungen zum Übergang von dem einen zu dem anderen Parallelcoor- 
dinaten-Systeme. Aus den Auflösungen dieser Gleichungen nach den 
üoordinaten desselben Systems gehen wieder Gleichungen der Form 
(8.) hervor. Dieselben Überlegungen lassen sich bezüglich der Ebenen- 
coordinaten anstellen und wir gelangen zur Erkenntnis, dafs die Trans- 
formation der Coordinaten eines Parallelcoordinaten -Systems in ein 
anderes durch Gleichungen von der Form (8.) und (9.) bewerkstelligt 
wird. Wir wollen nun vorerst den allgemeinen Fall voraussetzen, 
die Gleichungen (8.) seien die Transformationsformeln von einem 
schiefwinkligen Coordinatensysteme in ein beliebiges anderes schief- 
winkliges Coordinatensystem und wollen unter dieser Annahme die Be- 
deutung der zwölf in (8.) auftretenden Constanten zu ermitteln suchen. 

Zu diesem ßehufe setzen wir zunächst x = 0, y = 0, = 0, 
wodurch wir für die Coordinaten des Anfangspunctes des Systems 
rc, y, in dem Systeme X, T, Z erhalten o? = d| , y '=' d^, ;? = d^.. 
Es bedeuten also die Constanten d^^ d^^ d^ in (8.) die Coordinaten 
des Anfangspunctes des Systemes x, y, im anderen Systeme. 

Setzen wir nun für X — d^, T — dj, Z — dg bezüglich X, T, Z, 
so verlegen wir hiermit nur den Anfangspunct des Systemes XYZ 
in den Ursprung des Coordinatensystems x y z^ während wir die 
Eichtungen seiner Axen ungeändert lassen. Durch diese Veränderung 
des Anfangspunctes gehen die Gleichungen (8.) über in 

X = «1 a; + 61 y -+- q je? 

r «= «2 a; + 62 y + ^2^ . (10.) 

Z = a^x -f 63 y + c^z 

Es dienen also diese Formeln zur Transformation der Coordinaten 
eines Parallelcoordinaten -Systemes in die eines beliebigen anderen 
Parallelcoordinaten-Systemes mit demselben Anfangspuncte. 
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Um die geometrische Bedeutung der in den Gleichungen (10.) 
vorkommenden neun Gonstanten zu ermitteln , welche dieselben sind 
wie in den Gleichungen (8.), bestimmen wir die Coordinaten irgend 
eines Punctes in der x-Axe des Systems x y is, Fällen wir von dem- 
selben Senkrechte auf die (XY)-, {XZy und (TZ) -Ebene und be- 
zeichnen die Winkel, welche die x-Axe mit diesen Ebenen bildet; 
bezüglich mit {x, XY)^ {x, XZ), (a;, YZ)^ so sind die Senkrechten 
respective gleich: 

X sin (Xf XY)] X sin (oj, XZ)] x sin {x, YZ), 

Ziehen wir durch den Punct x, J/ = 0, ß = Parallele zur X-, 
Y- und Z-Axe, so sind diese Parallelen bezüglich die X-, Y- und 
Z-Coordinate dieses Punctes und wir erhalten daher für die obigen 
Senkrechten andererseits die Ausdrücke 

Zsin(Z, ZT); Y^m{Y,XZy, Zsin(X, FZ). 

Die Vergleichung dieser Ausdrücke ergiebt für den betreffenden Punct 

X ^ Bin {x,YZ )^ Y _ Bm(x,X Z) . Z _ Bm(x,XYl 
X Bin(X, rz)' o; ~ sin(r,XZJ' x 8in(^,JX:Y)' 

Da aber für diesen Punct y = ;? = ist, so erhalten wir aus (10.) 



X _ . Y _ . Z _ 

X ^1 ' X ^2 5 ^ ^Zi 



es ist daher 



_ Bin {x, Y Z) Bin(a;,XZ) . _ ^^L(^iÄ?3 

~ sin (X, YZ) ' ^2 — gin ( y^ XZ) ' ^3 — \i^ (^z, XY) 



Wir finden demnach , dafs die neun Coefficienten in (8.) oder (10.) 
die folgende geometrische Bedeutung haben: 



_ siu(a;, YZ) _ sin (a?, XZ ) , _ 8in(a;,X r) '^ 

^1 ~ sin (X, YZ) ' ^'2 — sin ( y, XZ] ' ^3 — gin ^z, X Y) 

, ._ Bin (y,rZ) . , _ 8i n(y,X Z) . , _ sin(y,XD 

^> ~ sin (X, YZ) ' ^2 — gin ^y, XZ) ' ^3 -~ gin (;^^ x Y) 

_ sin (g, rZ) , _ 8in(g,XZ) _ 8i n(g,Xr) 

^< ~ sin (X, rif) ' ^2 — sin ( y, xZ) ' ^3 — gin (Z, X Y) J 



(11.) 



Aus diesen Formeln ergiebt sich für den Fall, dafs das Coordiuaten- 
system XYZ rechtwinklig ist, 



«j = cos {x, X) 
6, =cos(y,Z) 
Cj = cos (0, X) 



a^ = cos {Xy Y)\ «3 = cos (rr, Z) 

62 = cos (y, T) 5 &3 = cos (y, 2) } ; (11'.) 

Cj = cos (;er, F) ; C3 = cos {ßy Z). 

die neun Constanten sind dann nicht mehr von einander unabhängig, 
denn es bestehen zwischen denselben nach § 3 die Gleichungen 
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ci' + c,' + C3' = 
Ferner ergiebt sich unmittelbar: 

cos (xy) = a, 6, + «j ^2 + ^3 ^3 

cos (Xg) = ttjC, + «2 ^2 + 0^3 ^3 

cos (y0) = 6, c, + 62^2 + 63C3 J 

§ 92. 



(12.; 



(13.) 



Transformation rechtwinkliger Coordinaten. 

Ist auch das Coordinatensystem xye rechtwinklig ^ so ergeben 
sich aufser den Abhängigkeiten des Gleichungssystems (12.): 



< + o*' + «a* = 1 1 
6,2 + j^2 + V = 1 



(12.) 



und aus (13.) die weiteren Gleichungen 

«l&l +02^2 + «3^3 = 

a, Cj + «2^2 + «3^3 «= • (14.) 

61 Cl + 62^2+ &3^3 = 

Aus (ir.) folgen jedoch unter der gemachten Voraussetzung noch zwei 
Systeme von Gleichungen zwischen diesen neun Constanten, nämlich 



«,^ + K + c,* = 1 

«2' + V + ''a" = 1 
«3' + V + Cs' = 1 ) 

«1«2 + 6i62 + C,Cj = 
Ol«3 + ^1^ + «1<^=0 



(15.) 



(16.) 



Diese neun Gleichungen zwischen den neun SubstitutionscoeMcienten 
sind jedoch keineswegs von einander unabhängig, sondern es läfst sich 
leicht zeigen y dafs die Gleichungen (15.) und (16.) eine Folge der 
Relationen (12.) und (14.), sowie dafs umgekehrt (12.) und (14.) eine 
Folge von (15.) und (16.) sind. Bezeichnen wir die Subdeterminante 
irgend eines Elementes der Substitutionsdeterminante 

61, Cj 



a 
a 



n 



2 9 



'2> 



a« 



"3; ^3^ ^3 

mit demselben aber grofsen Buchstaben und demselben Index, so 
ergeben sich aus (12.) und (14.) die Beziehungen 
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(17.) 



Die erste Relation finden wir, indem wir die erste Gleichung in (12.) 
mit A^y die erste in (14.) mit JB^ und die zweite mit Cj multiplicieren 
und diese Gleichungen addieren. 

Aus denselben Gleichungen gehen durch eine ähnliche Behand- 
lung die drei Relationen der ersten Colonne von (17.) hervor. Aus 
der zweiten Gleichung des Gleichungssystemes (12.) in Verbindung 
mit der ersten und dritten Gleichung in (14.) erhalten wir auf die- 
selbe Weise die Relationen der zweiten Colonne in (17.), und endlich 
fliessen aus der letzten Gleichung in (12.) und den beiden letzten in 
(14.) die Relationen der letzten Colonne in (17.). 

Multiplicieren wir nun jede der Gleichungen (17.) mit demselben 
kleinen Buchstaben, der auf ihrer rechten Seite steht, so erhalten wir 
durch Additon der in derselben Zeile stehenden drei Gleichungen 
die Relationen (15.). Der bekannte Satz aus der Theorie der Deter- 
minanten, dafs das Aggregat der Producte aus den Elementen einer 
Reihe mit den Subdeterminanten der Elemente einer parallelen Reihe 
verschwindet, liefert angewandt auf die Relationen in (17.) die 
Gleichungen (16.), womit unsere frühere Behauptung gerechtfertigt ist. 
In analoger Weise lassen sich aus den Gleichungen (15.) und (16.) 
die Gleichungen (12.) und (14.) ableiten. Eine lineare Substitution 
(10.) von der Art, dafs zwischen den Coefficienten derselben die sechs 
Gleichungen (12.) und (14.), und infolge dessen die Gleichungen (15.) 
und (16.) bestehen, oder umgekehrt die Gleichungen (15.) und (16.) 
und infolge dessen die Gleichungen (12.) und (14.) stattfinden, nennt 
man eine orthogonale Substitution. 

Geometrisch gedeutet transformiert dieselbe die Coordinaten eines 
rechtwinkligen Coordinatensystems in die Coordinaten eines neuen 
abermals rechtwinkligen Systems. Denn da nach der Bedeutung dieser 
Constanten (11.) 

cos {xy) = a^h^ -f a^h^ + a^h^ = 

cos {XS) == «1^ + %^2 + %^3 ^^ ö 

cos {yz) = 6, Cj + 62^2 + &3^3 = 

cos (Z Z) = a^ «2 + ^1 &2 + ^1 ^2 = ^ 
cos {^Z) = «i^s + 6163 + ^1 ^3 = 

cos {YZ) = a^a^ + 62^3 + ^2^3 = , 
so ist 

^xy = ^xz = ^yz = ^XY=^XZ = ^ 7^=90«. 

Es che rieh, Einleitung i. d. anal. Geom. d. Banm. 18 
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Die Gleichungen (17.) vereinfachen sich, wenn wir darin den Wert 
der Determinante jd substituieren. Bilden wir 



z/2 = 



a 



u 



a 



2; 



a« 



&, , 62 ^ \ 



u 



'2? 



a 



u 



a 



2> 



a^ 



61 , 62 , fej 



u 



'21 



'3 



SO ergiebt sich nach dem Multiplicationstheoreme der Determinanten 
«1^ + V + V;> «1*1 + «2^2 + «3*3; «1^1 + «2^2 + «3^3 

«l&l + «2*2 + «3*3> ^1^ + V + V; ^1^1 + ^2^2 + h^z 
«1^1 + 02^2 + ^3^3' ^^1 + ^2^2 + ^3^3? V + ^2^ + ^3^ 

somit wegen (12.) und (14.) 



^2 = 



^2 = 



0, 



1; 



0, 1, 
0, 0, 1 

die Determinante ^ ist hiernach entweder -j- 1 oder — 1. 

Zu demselben Ergebnisse gelangen wir durch die Überlegung, dafs 
der absolute Wert von 



a 



\f 



a 



27 



a« 



6i, 62; ^3 



'i> 



'2; 



den sechsfachen Inhalt der Pyramide darstellt, deren eine Ecke im 
gemeinsamen Coordinatenursprunge liegt, und deren andere Ecken 
a^h, c \xi dem Coordinatensysteme X YZ bezüglich die Coordinaten 
besitzen 



a 



i> 



a 



2 9 



a« 



61, &2> ^3 



1; 



^2, 



'3; 



also eines Tetraeders, dessen Spitze im Ursprünge sich befindet und 
dessen andere Ecken auf den positiven Äxen des Systems xyz im 
Abstände 1 vom Coordinatenanfangspuncte liegen. Da der sechsfache 
Inhalt dieses Tetraeders sonach 1 ist, so hat die Determinante ^ 
entweder den Wert + 1 oder — 1. 

Um die geometrische Bedeutung des doppelten Vorzeichens der 
Determinante d zu ermitteln, denken wir uns das obige Tetraeder 
durch einen Schnitt parallel der (XüT) -Ebene des Systems XYZ in 
ein anderes verwandelt. Die Ecken dieses neuen Tetraeders, sowie 
deren Coordinaten wollen wir mit demselben, aber grofsen Buchstaben 
bezeichnen, wie die auf derselben Axe des Systems xy0 gelegene 
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Ecke des ursprünglichen Tetraeders und ihre Coordinaten. Da nun 
die Grundebene dieses Tetraeders der (XF)-Ebene parallel ist; so ist 



A^ — ^3 — Co, 



und das Tetraeder 



Nun ist aber 



T = 



1 

3 



A^JABC. 



2JABC= + 



(7,, C2, 1 

=-±[(A,B,-^A,B,)+{A,C,-A,a^ + {B,C,^B,C{)], 

wo bekanntlich das + oder — Zeichen zu nehmen, je nachdem der 
[Jmlauf ABC mit der Drehrichtung, welche die positive Seite der 
X-Axe auf dem kürzesten Wege in die Lage der positiven Y-Axe 
überführt; übereinstimmt oder nicht. Durch Substitution dieses Wertes 
erhalten wir 

Hierin ist das obere Zeichen zu nehmen, wenn entweder A^=B^ = C^ 
positiv ist und der Umlauf -4 JB (7 mit der kürzesten Drehrichtung aus 
der positiven Seite der X- in die positive Seite der Z-Axe überein- 
stimmt; oder wenn A^ =^ B^ = C3 negativ ist und der JJmlaxxt ABC 
dieser Drehrichtung entgegengesetzt ist; in jedem der beiden anderen 
möglichen Fälle ist in der Formel das untere — Zeichen anzuwenden. 
Bezeichnen wir nun die Abstände der Puncto A^ B, C im Systeme 
xyjs von bezüglich mit A^ B, C,- so ist der Inhalt des rechtwinkligen 

Tetraeders ABC = ^ ABC, und d^OABC = Oabc, so besitzt 

ABC den Wert 1. Da ferner 

B,=Bh,', B^ = Bb,] 

Cj •= Cq; C2= Cc^] 
so verwandelt sich die obige Formel für T in 

61, h 



^3 — -^do 

B, = ^63 

C3 = Cc^ , 



6r = + 



a, 



'27 



1). 



c, 



= ±^7 



n ^2 7 '^3 

wo das Zeichen gemäfs den früheren Bestimmungen genommen werden 
mufs. Es ist also hierin das positive Zeichen zu nehmen; wenn die 
Ebene ABC die positive Hälfte der Z-Axe schneidet und der Um- 
lauf ABC mit der Drehrichtung iUpereinstimmt; welche die positive 
Seite der X- auf dem kürzesten Wege in die positive Hälfte der 

18* 
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T-Äxe überführt, oder wenn der Umlauf ABC dieser Drehrichtung 
enigegengesetzt ist und die Ebene ABC die negative Hälfte der 
Z'Axe schneidet; in den beiden übrigen Fällen ist in der obigen 
Formel das — Zeichen zu nehmen. ^ ist also in den beiden ersten 
Fällen + 1 ^^^ ^^ ^®^ beiden anderen — 1. 

Denken wir uns nun um eine Kugel mit dem Radius 1 ge- 
zeichnet^ so bestimmen die x-, y- und jsr-Axe auf derselben das 
Dreieck ahc\ der Durchschnittspunct derselben mit der positiven 
Seite der X-, Y- und Z-Axe sei bezüglich aßy. Vom Mittelpuncte 
der Kugel aus stimmt nun die Richtung des Umlaufes ahc mit jener 
des Umlaufes ABC überein, und da diese in den beiden ersten Fällen 
mit der Richtung des Umlaufes aßy übereinstimmt; so ist dies auch 
mit jener der Fall. Es kann daher das Aabc mit dem congruenten 
aßy derart durch Verschiebung auf der Kugeloberfläche zur Deckung 
gebracht werden, dafs a mit a, h mit ß uud c mit y zusammenfällt. 
In den beiden anderen Fällen sind die Richtungen ahc und aßy 
entgegengesetzt und werden daher zwei Paare der homologen Ecken : 
a, a; &, /5; c, y auf einander gelegt, so liegen die dritten Ecken der 
beiden Dreiecke symmetrisch zu ihrer gemeinsamen Grundlinie. 

Wir gelangen somit zu folgendem Ergebnisse: 

Ist die Substitutionsdeterminante z/ gleich der posi- 
tiven Einheit, so können die beiden concentrischen Coor- 
dinatensysteme derart zur Deckung gebracht werden, dafs 
die positiven Hälften ihrer gleichnamigen Coordinaten- 
axen zusammenfallen. 

Ist hingegen z/ gleich der negativen Einheit, so wer- 
den, wenn die positiven Hälften zweier Paare gleich- 
namiger Coordinatenaxen zusammenfallen, die entgegen- 
gesetzten Seiten des dritten Paares einander decken. 

Je nachdem ^ == + 1 oder — 1 ist, gehen dip Formeln (18.) 
über in: 

6j = + («2^3 — C2 «3) ; &2 = ± («1 ^3 — ^1 «3) > *3 = ± (ö^l ^2 — «2^1) 
^1 = + («2^3 — «^3^2) ; ^2 = ± i^ih — %^l) 5 ^3 = + («1^2 — ^2^l)- 

H) Der Zusammenhang zwischen den Ebenencoordinaten der 
beiden rechtwinkligen Systeme ergiebt sich aus 

UX+ VY + WZ+ l^ux + vy + wz + 1, 

wo also U, Vy W die Coordinaten einer Ebene im Systeme X Y Z 
bedeuten und u^v^w die Coordinaten derselben Ebene für das System 
X, y, sind. Durch Substitution der Werte in (10.) erhalten wir 
hieraus die Transformationsformeln 
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v = 6, Z7 + ftj F + 63 TT 

w == c^U -}- C2V + c^W. 
Vermöge der Formeln (17.) finden wir heraus: 

W == a^u + h.^v + C3W;. 

Aus diesen Gleichungen folgt unmittelbar mit Rücksicht auf (12.) und 
(14.), oder (15.) und (16.) • 

IP+ r^+ W'^ = u' + v'' + w\ 
während sich aus (10.) die selbstverständliche Identität ergiebt: 

X'i ^Y^ + Z' ^ ^2 + y2 + ^2^ 

von welcher ausgehend wir umgekehrt die Formeln zur Transforma- 
tion der Coordinaten zweier rechtwinkligen Systeme ableiten können. 

§93. 
' Übungen. 

1) Sind zwei Paare collinearer Strahlenbündel gegeben: S^ J\ 5/ 
und Äj A ^2'; s^ können vermöge derselben die Geraden des Raumes 
einander dadurch eindeutig zugeordnet werden, dafs jeder Geraden 
als dem Durchschnitte zweier Ebenen eines der Bündelpaare die 
Durchschnittslinie der entsprechenden Ebenen der collinearen Bündel 
als entsprechende Gerade zugewiesen wird. Welches Gebilde ent- 
spricht nun einer Ebene oder einem Puncto des einen räumlichen 
Systems im anderen? Bei welcher Lage der Bündel geht diese Ver- 
wandtschaft in die Collineation über? 

Anl. Unter dem Gebilde, welches einer Ebene des einen Systems im 
anderen entspricht, wird das Gebilde verstanden, welches von den Geraden 
constituiert wird, die den Strahlen des ebenen Systems zugeordnet sind. 

Diese Geraden sind offenbar die Secanten einer Baumcurve der dritten 
Ordnung. Jedem Puncte, als dem Träger eines Strahlenbündels, entspricht im 
anderen Systeme im Allgemeinen eine lineare Congruenz. Auf jeder Geraden 
existieren jedoch zwei Pimcte, für deren jeden die zugehörige Congruenz in 
einen Bündel degeneriert. In jeder Ebene bilden diese Puncte einen Kegel- 
schnitt. Welche Fläche constituieren diese sämtlichen Puncte in jedem der 
beiden räumlichen Systeme ? Was entspricht einem ebenen Strahlenbüschel oder 
einem Ebenenbüschel? 

2) Die analogen Untersuchungen durchzuführen mittelst zweier 
Paare collinearer ebener Systeme oder mittelst zweier Strahlenbündel, 
deren jedem ein reciprokes ebenes System zugeordnet ist. Unter 
welchen Bedingungen sind im letzteren Falle die beiden räumlichen 
Systeme reciprok? 
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3) Aus fünf Paaren entsprechender Puncte, von denen keine drei 
in einer Geraden und keine vier in einer Ebene liegen, oder ent- 
sprechender Ebenen, von denen keine drei in derselben Geraden und 
keine vier in demselben Puncte sich schneiden, die beiden durch sie 
bestimmten coUinearen Systeme herzustellen. 

Aul. Nach (1.) und (2.), indem man im ersten Falle aus den fünf Paaren 
gegebener entsprechender Puncte zwei Paare collinearer Strahlenbündel und im 
zweiten aus den fünf Paaren entsprechender Ebenen zwei Paare collineare ebene 
Systeme construiert, dergestalt, dafs stets dem gemeinsamen Strahle des einen 
Paares von Gruudgebilden der gemeiifeame Strahl der collinearen Grundgebilde 
entspricht. 

4) Aus fünf Puncten, von denen keine drei in einer Geraden 
und keine vier in einer Ebene liegen, und den entsprechenden Ebenen 
die beiden durch sie bestimmten reciproken Systeme zu construieren. 

Anl. Nach (2.). 

5) Zwei geradlinige oder zwei nicht geradlinige Flächen der 
zweiten Ordnung können stets als collineare Gebilde betrachtet werden. 

Anl. Aus (3.) und (4.) § 64. 

6) Unter der Voraussetzung eines Parallel -Coordinatensystems 
die Gleichungen zweier collinearer Systeme zu untersuchen. 

Anl. Sind x, y, z die Coordinaten eines Punctes des einen, und $, 17, ^ die 
des entsprechenden Punctes im anderen Systeme, so häogen dieselben durch 
drei Gleichungen von der Form von einander ab: 



iC = 



«41 S + «42^ +«48?+ «44 

^ «21 I + «22^ + «28? + «^4 
«4ll + «42*2 + «43?+ «44 
«81I + «82^ + «33? + «34 



ö» — 

«4lS + «42»? + «43?+ «44* 

welche drei Gleichungen mittelst eines Proportionalitätsfactors durch vier ersetzt 
werden können. 

Hieraus ergiebt sich, dafs die Coordinaten u^v^w einer Ebene des ersten 
Systems mit denen der entsprechenden Ebene u\ v, w' durch die Gleichungen 
zusammenhängen : 

«It^ + «21^ + «31*^ + «41 



u = 



V = 



w == 



«14^ + «24^ + «84 *<^ + «44 

«12^ + «22^ + «82 W? + «42 
«14«* + «24« + «84«^ + «44 

«18^ + «23«^ + «88«^ + «48 



«14 W + «24« + «84«^ + «44 ' 

die Doppelpuncte werden durch die Gleichungen bestimmt: 

(a,i — q)x + üiiV + «13^ + a,4 = 

«21^ + («22 — Q)y + «28^ + «2i = 
«81^ + «822/ + («33 — Q)^ + «84 = 
«41« + «422/ + «43^ + («44 — ^) =• , 
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wo Q eine Wurzel der Gleichung 




«11 — 9» «12» «18» «14 


» 


«tl» «» P» «tS» «M 




«Sil «32» ««8 — 9» «84 
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«411 «4t» «48» «44 "" 9 

Jede Wurzel derselben bestimmt auch eine Doppelebene, deren Coordinaten 
gegeben sind durch 

(«11 —■ q)^ + <hi^ + «81«^ + a4i = 

«Jtl? + («82 — Q)^ + «82W + «42 = 
«18^ + «28«^ + («88 — Q)^ + «48 =* 
«14^ + «24» + «84«« + («44 — e) = . 

7) Die Bedingungen zu ermitteln , unter welchen die Systeme 
in (6.) affin sind, und zu zeigen, dafs in zwei affinen Systemen 

1. das Verhältnis des Inhaltes irgend eines Gebildes zu dem seines 
entsprechenden constant ist-, 

2. je zwei entsprechende Punctreihen ähnlich sind, d. h. dafs das 
Verhältnis entsprechender Strecken auf denselben constant ist. 

Anl. Die affine Verwandtschaft erscheint durch Gleichungen von der Form 
definiert : 

« = «lll + «12l? + «18f + «14 

y =« a,tg + anri + ^ut + «24 

« = «8l5 + «82^ + «88f + «34 » 

woraus sich unmittelbar (1.) ergiebt. 
(2.) folgt aus: 
{X - xy + (y- yf + z - zf = \a,,{% - g') + «i2(^ - n) + «i8 (t ~ JT)]* 

+ [«21 (1 - r) + «22 (l? - n) + «28 (f - f')]* 

+ [«8i(l - 6') + «82 (»? - y{) + «88(S - n]S 



somit 



jx - x'f + (y - y')' + (g - g')' 

(s - r/ + (ij - 'nf + (f - r)» 



[«H |— I + «.. |ir| + «..]' 



+ 



\<H\ 






f-f 



+ «M 






+ «fj 



] 



.+(|^)-+(|^0 



i-r 



+ 



hi^ 



' +«Ä 






+ 



«88 1 



■ + (l^)" + (f^:) 



da 



i-r 



und 



n — n 



für dieselbe Gerade constante Gröfsen sind. 



Soll das Verhältnis je zweier entsprechender Strecken constant = h sein, 
so ergiebt sich: 
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«11* + ^21* + «81* = ** «lt«12 + «il«» + «Bia» = 

««* + o«* + ö,,* = fc« a,ja,8 + OuOtt + a,| a„ = 

«18* + «31* + «88* = ** «««13 + «»«28 + «82«88 = ^] 

worans sich^ wie in § 92, Relationen zwischen den a aufstellen lassen. Zwei 
derartige Systeme, in denen das Verhältnis entsprechender Strecken constant 
ist, werden ähnlich genannt. Die Gleichung 

«It «12 «13 * 
Z/« = «21 «22 «23 = ^ 

«31 «32 «33 

ergiebt für ^ zwei Werte : + k^ und — k^, denen zwei geometrisch verschiedene 
Arten ähnlicher Systeme entsprechen. 

Ist Ä;=B 1, so werden die beiden Systeme gleich genannt, und zwar die 
Systeme, in denen z/ = + 1 congruent, und die, für welche z/ = — 1 ist, 
symmetrisch. 

Es sind die Doppelelemente ähnlicher und gleicher Systeme aufzusuchen 
und die geometrischen Eigentümlichkeiten der beiden Arten ähnlicher und 
gleicher Systeme zu erörtern. 

8) Eönnen zwei coUineare räumliche Systeme stets in perspec- 
tivische Lage gebracht werden? 

Anl. Die beiden Systeme müssen, wenn sie in perspectivische Lage sollen 
gebracht werden können, zwei entsprechende congruente ebene Systeme besitzen, 
deren jedes, wie die perspectivische Lage unmittelbar zeigt, zur Gegenebene 
seines räumlichen Systems parallel ist. 

Ä A A 

Es seien nun a; = -j^ , 3/ = -j^ , e = -^ die CoUineationsgleichungen, so 

mufs die Gleichung des fraglichen ebenen Systems die Form besitzen : A^=^ky 
wo k eine zu eruierende Constante bedeutet. Für einen zweiten Punct unseres 
ebenen Systems x\ y, z bestehen die Gleichungen 



wenn A' das Resultat der Substitution der Coordinaten x, y, z des entsprechen- 
den Punctes in A bezeichnet. Somit ist 

*»r(« - «? + (y - y? + (« - «')']• = [«.i(s - r) 4 «.«(»j - r() + a„(s- r)]' 

+ [«« (6 - S') + o« (1? - n) + Of. (S - f ')]* 
+ [«,1 « - S') + «M (»j - V) + «s, (S- f')]*. 

Bezeichnet nun p die Entfernung der Puncte 5, ij, f und g', i\^ ^\ und sind 
of, ßj y die Winkel, welche ihre Verbindungslinie bezüglich mit der X-, Y- und 
^-Axe bilden^ so ist 

k^ == [a,i cos a + ai2 cos ß + «13 cos y]* 
+ [«21 cos a + aj2 cos ß + «23 cos y]* 
+ [«3, cos a + 082 cos ß -f ags cos y]' . 

Zwischen den goniometrischen Functionen der Winkel besteht jedoch nicht eine 
ausreichende Anzahl Gleichungen, um das k unabhängig von denselben dar- 
stellen zu können, denn es finden zwischen ihnen nur zwei Relationgn statt: 
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041 COB CC2 + a^i cos j3 4" ®48 C03 y =■ 

cos a* + cos p* + cos y* = 1 . 

Die Elimination zweier der Gröfsen cos a, cos ßy cos y aus der Gleichung für k* 
ergiebt nun die Bedingungsgleichungen zwischen den Constanten a, unter wel- 
chen die beiden coUinearen Systeme in perspectivische Lage gebracht werden 
können. 

9) Die Schnittpuncte der Verbindungslinie zweier Puncte mit 
einer Fläche der zweiten Ordnung aufzufinden. 

Anl. § 10 oder 38. 

10) Den geometrischen Ort der Puncte zu bestimmen, welche 
von einem gegebenen Puncte durch eine Fläche der zweiten Ordnung 
nach einem gegebenen Doppelverhältnisse getrennt werden. 

Anl. Aus 9. indem einer der beiden Puncte als der gegebene, und der 
andere als einer der gesuchten betrachtet wird, und § 45. 

Die Fläche der zweiten Ordnung, welche sich als der gesuchte geometrische 
Ort ergiebt, geht in eine Doppelebene über, sobald das Doppel Verhältnis ein 
harmonisches sein soll: in die Polarebene des gegebenen Punctes. Liegt dieser 
Punct auf der Fläche selbst, so wird diese von jeder Geraden, welche von ihm 
aus in der Polarebene gezogen wird, in zwei zusammenfallenden Puncten (9.) 
geschnitten, also berührt. 

11) Unter der Voraussetzung, dafs die Gleichung der Fläche in 
Cartesischen Coordinaten gegeben sei, die Coordinaten des Mittel- 
punctes und der einem Durchmesser conjugierten Durchmesserebene, 
und die Axen derselben zu finden. 

Anl. § 88. Die Gleichung der Fläche in Cartesischen Coordinaten wird 
aus Za^j^x^Xj^ erhalten, indem darin eine der homogenen Coordinaten, etwa 

^4> = 1 gesetzt wird. Da nach (10.) die Coordinaten der Polarebene einer Fläche 
zweiter Ordnung mit denen ihres Poles durch die Gleichungen zusammenhängen : 

^ ^ du a; + a»y + o^3g + q<4 
a^x + ajgy + a48^ + a^^ 



w = 



«41^ + «42 2/ + «43^ + «44 
«3,aj + agji/ + «33 ^f + «34 



«41«? + «422/ + «43^ + «44 ' 

SO besitzt die Durchmesserebene, welche der Eichtung conjugiert, die mit der 
X-, Y' und Z- Achse des rechtwinkligen Coordinatensystems bezüglich die Winkel 
X, [tt V einschliefst, die Coordinaten: 

^ = «ii« + «i2P + «i3y 

«4l« + «42ß + «43y 

^ =: «2t« + «2 2P + «23y ^ 

«4|a + «42P + «43y 

^^, _ «3t« + «32ß + «83y 
«4ia + «42ß + «43y* 

WO a = cos ^, /? = cos |[t, y = cos v gesetzt wurde. Die Richtung des Durch- 
messers steht senkrecht auf der conjugierten Ebene, wenn 

Escherich, Einleitung^ i. d. anal. Geom. d. Baum. 18** 
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qM« + «nP + gi8y ^ (hif^ + thtß + any 
a ß 

y 

Setzt man den Wert dieser Verhältnisse gleich p, so ist derselbe durch die 
Gleichung bestimmt: 

««1> «» — 9i «23 =ö» 

0^31 > «82» «88 — Q 

welche § 74, 18 drei reelle Wurzeln besitzt. Welcher Art sind die Flächen der 
zweiten Ordnung, filr welche in der vorstehenden Gleichung für einen Wurzel- 
wert die Subdeterminanten zweiten Grades verschwinden? 

12) Den Mittelpunct und die Axen einer Fläche der zweiten 

Ordnung durch Coordinatentransformation aufzufinden. 

Anl. Es werden zunächst durch Verschiebung des Coordinatensyätems die 
Coefficienten von x, y und z zu Null gemacht und hierauf durch Drehung um 
den Anfangspunct des neuen Systems, den Mittelpunct der Fläche, die Goeffi- 
cienten von xy,xz und yz zum Verschwinden gebracht. 

13) Das Polarsystem einer Eugel darzustellen. 

Anl. Aus den diesbezüglichen Gleichungen folgt unmittelbar, dafs die 
Verbindungslinie des Mittelpunctes der Kugel mit irgend einem Puncte senk- 
recht steht auf der Polarebene des Punctes. Hieraus folgt unmittelbar, dafs 
alle Kugeln in der unendlich fernen Ebene dasselbe Polarsystem gemeinsam 
besitzen, oder, was dasselbe besagt, die unendlich ferne Ebene in demselben 
imaginären Kreise schneiden. Er wird der unendlich ferne Kugelkreis ge- 
nannt, und offenbar umgekehrt: Jede Flaohe der zweiten Ordnung, 
welche durch den unendlich fernen Kugelkreis geht, ist eine Kugel, 
denn es steht dann jeder Durchmesser auf seiner conjugierten Ebene senkrecht. 

14) Durch eine Fläche der zweiten Ordnung wird in jeder Ebene 

ein Polarsystem induciert; wie oft ist dasselbe einKreissystem, d. h. 

ist seine Ordnungscurve ein Kreis? 

Anl. Der Richtung, welche in der Ebene mit den Coordinaten m, n, j> 
liegt und mit der X- Y- und Z- Achse Winkel einschliefst, deren Cosinus bezüglich 
cf, ß, y sind, ist eine Durchmesserebene conjugiert, welche die Coordinaten 
besitzt : 

«11« + «12^ + 0187 



u = 



a4i« + ö«P + »48y 

a4ia + «4aß + a48y 
a8ia + «82l5 + «s8y 



«41«+ «4215 + «48 7* 

während a, ß und y durch die Gleichung Tcrbunden sin : 

m« + nj5 4-i>y = 0. 
Aus der Bedingung, dafs die Bichtung a, ß, y auf der Durchschnittslinie der 
Ebenen u,v,w und m, n, jp senkrecht stehen soll für alle Werte von a, ß und y, 
welche dieser Gleichung genügen, ergeben sich Bestimmungsgleichungen für 
m, n und p. 
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